FRACTIONS RATIONNELLES

1 Le corps K(X) des fractions rationnelles
Théoréme-définition 1 On définit sur K[X] x K[X]* la relation R par
(ALBl)R(AlBg) SZ AlBQ = AgBl

R est une relation d’équivalence car K[X] est integre.

L’ensemble des classes d’équivalence ou ensemble quotient est appelé ’ensemble des fractions rationnelles et est noté K(X).

La classe de (A, B) sera notée 4.

Théoréme-définition 2 On définit sur K[X] x K[X]* deux lois internes

(A1,B1)+(A2,By) = (A1By + AxBy, B1By)
(A1,B1)x(A2,B2) = (A1As,B1By)

Ces lois sont compatibles avec la relation R ce qui permet de définir sur K(X) deux lois + et x.
Théoréme 3 (K(X),+,%) est un corps commutatif.

Remarque 4 1) soient (4, B,C) € K[X] x K[X]* x K[X]*, on a 4% = 4

2) soient (4, B) € (K[X]\{0})2 ona (4) " =3

Définition 5 Pour toute fraction rationnelle F', il existe un représentant (A, B) tel que A et B soient premiers entre eux, il
est appelé représentant irréductible de F'.

Si (A1, By) est un deuxieéme représentant irréductible de F' on a Ay = AA et By = AB, A € K*. Il n’existe donc qu’un seul
représentant irréductible tel que le dénominateur soit unitaire.

Théoréme-définition 6 Soit F = 4 € K(X) , le nombre deg(A) — deg(B) est indépendant du représentant (A, B) de F,
il est appelé degré de F.

Proposition 7 Soient (F,G) € K(X)?, on a :

deg(F + G)
deg(F x G)

IN

max(deg(F), deg(G))
deg(F) + deg(G)

Définition 8 Soit ' € K(X) tel que F = 4, avec A et B premiers entre eux et soit k € N*.
On appelle racine d’ordre k de F toute racine d’ordre k de A et pole d’ordre k de F' toute racine d’ordre k de B.

Exemple 9

X3-1 X?’+X+1
X2-1  X-1

F n’a pas de racines dans R(X) et admet 1 comme pole simple.

F a deux racines simples dans C(X), j et j2 et admet 1 comme péle simple.

F =

Définition 10 Soit F' € K(X) , on appelle fonction rationnelle associée & F,

la fonction F de K dans K définie sur K\{péles} par F(z) = %.



2 Décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples

2.1 Cas général

Proposition 11 Soit F € K(X) tel que F = %, avec A et B premiers entre eux.
1l existe un unique couple (E, R) € K[X]? tel que F = E + £ avec deg(R) < deg(B).
FE est appelé partie entiere de F et % partie fractionnaire de F.

Définition 12 Une fraction rationnelle F' est paire (respectivement impaire) si F(—X) = F(X) (respectivement F(—X) =
F(X)).

Proposition 13 Dans la proposition précédente, si F' est paire (respectivement impaire) F est paire (respectivement im-
paire).

X0+ X34+ X

EXemple 14 F = m

a pour partie entiere X car F' est impaire.
Proposition 15 Soient A € K[X],n € N*, (51, ...,5,) € (K[X]\{0})™ tels que A, S1, ..., S, soient premiers entre eux deux a

deux,
il existe un unique (E, Ry, ..., R,) € K[X]"*! tels que :

A Ry Ry
= F4+—+..4+—
Sl---Sn + Sl * * Sn

Vi € {l..,n}, deg(R;) < deg(S;)

2.2 Décomposition dans K(X)

Lemme 16 Soient A, Q € K[X], le polyndéme Q étant irréductible et deg(A4) < deg(Q™), n € N*.
Il existe (P1, Pa,--- P,) € (K[X])™ avec deg(P;) < deg(Q),i € [1,n] tels que :

A P,
T Xg

A
Théoreme 17 Soit F' = 5 € K(X), écrite sous forme irréductible ot B est unitaire.
n
On note B = H Q7" la décomposition de B sous forme de produits de polyomes irréductibles unitaires deux & deux distincts.
i=1
Il existe un unique polynéme E et une unique famille de polynomes (F;;), <i<n, 1<j<rs tels que :

et deg (g”) < 0.

=B Z Z Q’
=1 7j=1 [

2.3 Décomposition dans C[X]
Lemme 18 Soit A € C[X], b € C, k € N*, deg(A) < k, il existe un unique (ay,..ax) € C* tel que

A ak Ap—1 ai

X—bF  (X—bF  (X—pF1 T X —)

Théoréme 19 Soit F € K(X) tel que F = %, avec A et B premiers entre eux et B = [[;_, (X — b;)k,
il existe un unique polynéme E et une unique famille de complexes (a;, ;) telle que

K k}i
a;,
F = E+ :
S
=1 j=1
ki
Qg5 p . . PP
- est appelé partie polaire associée a b;
j=1 (X - bz)

Exemple 20 Si P =a[[,_, (X — b;)¥ alors % =Sk



Proposition 21 Recherche pratique des parties polaires :
1) pole simple :

si F = % = m et b est un pole simple alors F = ﬁ + g avec a = gEZ; = 2’((12)
2)si F = % € R(X) alors
b pole dordre & = b péle d’ordre k
3 partie polaire associée a b; = Z partle polaire associée a b;.
j=1

3) si F est paire ou impaire
b pole d’ordre k = —b pole d’ordre k

on peut trouver des relations entre les coefficients en utilisant 1'unicité de la décomposition.

2.4 Décomposition dans R[X]

A
Théoreme 22 Soit F' = 5 € R(X), écrite sous forme irréductible .
n m
Soit B = H(X —a;)" H(X2 + prX + q&)" la décomposition de B sous forme de produits de polyomes irréductibles
i=1 k=1
unitaires deux & deux distincts de R[X].
Il existe un unique polynéme £ et une unique famille de réels (Xi;); ;. 1<j<r; €t de réels (ari, bii)i<p<m 1<j<t, tels que:

m

i ap X + by
P S (St ) B (S et

=1 ]1




