DEVELOPPEMENTS LIMITES

1 Developpements limites

1.1 Definitions

Définition 1 Soit I un intervalle ouvert contenant o ou d’extrémité xq, soit f une fonction définie sur I sauf peut-étre en
o a valeurs dans R. On dit que f admet un développement limité a l'ordre n au voisinage de xqg si il existe un polynome P,
de degré inférieur ou égal a n tel que

Veel f(x)=Pu(z—z0)+o((x —0)")
P, (x — xg) est appelé la partie réguliére du DL, f(x) — P,(x — xo) est appelé le reste du DL.

Remark 1 1) si P, est non nul et si son terme de plus bas degré est apx® alors f(z) ~g, ar(z — x0)* et on dit que
ar(x — xo)¥est la partie principale du DL
2) f admet un DL a Uordre n en xq st et seulement si la fonction f définie par f(X) = f(zo+ X) admet un DL a lordre n

en 0.

Théoréeme 1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant xo et n fois dérivable en x¢ la formule de Taylor-young
fournit un DL a l’ordre n en xq

T —x0)"
f(x) = f(zo) + (x — 20) f'(x0) + orvenn. + %f(n) (o) + o((x — x0)™)
Remark 2 1) f admet un DL & Uordre 0 <f continue en xg
2) f admet un DL a Uordre 1 <f dérivable en xq
3) attention f peut admettre un DL & Uordre 2 en xg sans que f"(zo) existe : f(x) =a3cos 5 siz #0  f(0)=0
Proposition 1 Si f admet un DL a lordre n en xq alors il est unique

Proposition 2 Si f admet un DL a lordre n en xo alors il admet un DL a l'ordre p <n

Proposition 3 Si f admet un DL a Uordre n en O et si f est une fonction paire (resp impaire) alors P, est un polynone
paire (resp impair) et il ne contient que des termes de degré pairs (resp impairs)

Définition 2 Soit f une fonction définie sur un intervalle I du type [a,+oo[ (resp] — 00, a] ), on dit que f admet un DL a
Dordre n au voisinage de 400 (resp—oo) si il existe un polynome P, de degré inférieur ou égal a n tel que

F() = Pa(2) +ol-)

T

Proposition 4 Si f admet un DL a l'ordre n en +00 ou —oo alors il est unique

Proposition 5 Si f admet un DL a Uordre n en +00 ou —oo alors il admet un DL a Uordre p < n

1.2 Opérations sur les DL

Théoréme 2 Soient f et g deux fonctions admettant un DL a l'ordre n en xq de partie réguliére Pn et Q.,

1) V(a, B) € R? af + Bg admet un DL a Uordre n en x( de partie réguliére aP,, + BQ,

2) fg admet un DL & l’ordre n en xg de partie réguliére R, avec P,Q, = R, + S, ,ot R, est un polynome de degré
inférieur ou égal a n et S, un polynome de valuation supérieure ou égal a n c’est a dire ne possedant que des termes de
degré supérieur a n

Théoréme 3 Soit f une fonction admettant un DL a Uordre n en xqy de partie réguliere P, et g une fonction admettant
un DL a lordre n en yo = f(xo) de partie réguliére Q. gof admet un DL & Uordre n en xq de partie réguliére R, avec
QnoP, = R, + S, ,ou R, est un polynome de degré inférieur ou égal a n et S, un polynome de valuation supérieure ou égal
an c’est a dire ne possédant que des termes de degré supérieur a n

Théoréme 4 Soient [ et g deux fonctions admettant un DL a Uordre n en xg avec g(x¢) # 0. La fonction 5 admet un
DL & Uordre n en xg



Théoreme 5 Primitivation d’un développement limité.
Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert contenant xo et admettant un DL a l'ordre n en xq de partie réguliére
Pn et soit F' une primitive de f. F admet un DI a Uordre n+ 1 en xy de partie régulicre Q41 tel que Q,, = P, et

Qn(0) = F(xo).

n

Si f(x) = Zak(x —20)* + o((z — z0)™).

k=0
ag

On a F(x) = F(xo) + ZZ:O m(l‘ - -730)]H_1 +o((z — xo)”“)-

2 Applications

2.1 Détermination de limites

. (14 cosz) —2tanx
im .
z—0 223 — sin® 2

223 —sin®z = 2% 4 0(%) = 22% — sin® z ~ 2.

z(1+cosz)2 — tanz = 2z — 2% + o(23) — (2z + 22° + o(2®) ~ —Iz3. d'on

. z(l4cosz)—2tanx . —1ad 7
lim —3 = lim =—-.
z—0 223 — sin” x z—0 13 6

2.2 Position d’une courbe par rapport a une tangente, a une asymptote

2zl
Développement limité de f(z) = * nlzz: a lordre 2 au voisinage de 1.

1
fl)y=2+(x—-1)— §($ —1)%2 +o((z —1)%).
La fonction f admet un prolongement par continuité en 1 en posant f(1) = 2. ce rpolongement est dérivable en 1 et f'(1) = 1.
L’équation de la tangente en A(1,2) est :
1
y=2+4(x—1)=x+1. Auvoisinage de 1 f(z) — (2+ (x — 1)) ~ fg(x —1)2. La courbe est donc située sous la tangente au

voisinage du point A.
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La courbe ci-dessus montre que la courbe est toujours sous la tangente, mais le développement limité ne donne une informa-
tion qu’au voisinage du point.

x
Développement au voisinage de —oo ou de +o00 de f(x) = x arctan <1>
T —

1 1
On pose X = %, arctan (a: f 1) = arctan (1_)(), fonction notée g(X) = arctan <1—X>



1 1

O "X =-(1+X X
bag/(X)= — 2x+X2 S+ X +o(X).
1
Ce qui entraine g(X =3 < + X + X2 + o(X2)>
1 1
On obtient finalement f(z) = f:C + = 5 + P + o(i) La courbe admet en Too une asymptote d’équation y = %x + 5 et
1
f(z) - (433 + 2) ~ 4— La courbe est donc située au dessus de son asmptote au voisinage de +00, en dessous au voisinage
x
de —o0

3 Développements asymptotiques

Definition 6 On considére une suite de fonctions (¢n),cy telle que ¢ny1(z) = 020(Pn(x)). Cette suite est appelée échelle
de comparaison.
Un développement asymptotique, a l’ordre n au voisinage de xog pour cette échelle de comparaison est :

f(z) = aogo(x) + ard1(w) + - + andn(r) + 0(andn(x)).

1 1
e — g -3 5 5
Example 7 sinz ==z 6% + 120° + o(z°).

1
siny/z = /T — fmf+ m:ﬂf T + o(x?\/T) est un dévelopement asymptotique pour l’échelle de comparaison ((/T)™).



