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Premiere partie

ESPACES DE HILBERT



Chapitre 1

ESPACES METRIQUES

1.1 Définitions

Un espace métrique est un couple (E,d) ou E est un ensemble et d une
application de E x E dans IR" vérifiant :
-d(z,y) =0 x=y.
-Vz,y € E, d(z,y) = d(y, x).
-Va,y,z € E, d(x,z) <d(x,y) + d(y, z). (Inégalité triangulaire).

Si zg € E et r € IR™™ on appelle boule ouverte de centre xg et de rayon r,
I'ensemble noté B(zg,r) = {z € E|d(xo,z) < r}.

On appelle ouvert de E toute réunion de boules ouvertes. Un fermé de E
est une partie de E dont le complémentaire est un ouvert.
Remarque : Une partie A de E est ouverte si et seulement si tout xg € A est
centre d’une boule ouverte incluse dans A.

1.2 Exemples d’espaces métriques

Exemple 1 :
E = R, d(z,y) = |z — y|. Une boule ouverte est dans ce cas un intervalle
ouvert. Les trois propriétés d’une distance son aisément vérifiées.

Exemple 2 :
E = IR? d((z1,),(x2,92)) = (22 — 1)+ (y2 — y1)? Pour démontrer
I'inégalité triangulaire il suffit d’utiliser I'inégalité
a1by + asby < \/(a% + a3)(b? + b3) avec
a; =x; —Yi, bi=yi—z, 1=12.
Les boules ouvertes de cet espace sont les disques ouverts. On peut définir sur
cet ensemble d’autres métriques.
dy(z,y) = max(|x1 — y1|, |z2 — y2|) dont les boules ouvertes sont formés de
I'intérieur des carrés de cotés paralleles aux axes.
dao(z,y) = |x1 —y1|+ |72 — y2| dont les boules ouvertes sont formés de U'intérieur
des carrés dont les diagonales sont paralleles aux axes.




1.3 Propriétés.

Théoreme 1.1 Un espace métrique F est séparé, ce qui signifie que si x et y
sont des points distincts de FE, il existe des boules ouvertes contenant r et y
respectivement et d’intersection vide.

Démonstration
La distance r = d(z,y) > 0 car = # y. Les boules B, = B(x,r/4) et By, =
B(y,r/4) sont telles que B, N B, = () et elles contiennent respectivement x et

Y.

Définition 1.1 Un point A € E est un point d’accumulation d’une partie A C
E si toute boule ouverte de centre A contient au moins un point de A différent
de .

Exemple

Si E=Retsid(z,y)=|z—yl|, 0 est point d’accumulation de
A =1{1,1/2,1/3,---} mais aussi de A’ = AU {0}. Ce qui montre quun point
d’accumulation peut appartenir ou non a I’ensemble.

Théoreme 1.2 Un ensemble A C E est fermé si et seulement si il contient
tous ses points d’accumulation.

Démonstration

Dans le cas ou = € E'— A qui est un ouvert, il existe une boule B(z, €) incluse
dans F — A, x ne peut donc étre un point d’accumulation de A.
Réciproquement, si A contient tous ses points d’accumulation et siz € F — A,
il existe une boule ouverte de centre x ne contenant ancun point de A. £ — A
est donc ouvert et A est fermé.

Définition 1.2 On appelle fermeture ou adhérence de A C E l’ensemble A =
AUA, ou A, est 'ensemble des points d’accumulation de A. C’est donc le plus
petit fermé contenant A.

Remarque : A est fermé & A=A

1.4 Espaces métriques complets

Définition 1.3 — Une suite (x,,) de points de l’espace métrique converge

vers x € E st

nh_}rglo d(zp,x) = 0.

— Une suite (z,,) est de Cauchy si

limp, m—ood(Tn, Tm) = 0.

— un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de E
converge.



Remarques

1) Une partie A C E est fermée si et seulement si elle contient les limites de ses
suites convergentes.

2) (IR, |.|) est complet mais @ muni de la méme distance ne l’est pas. La premiere
affirmation provient de la construction méme de IR. Pour montrer la deuxieme
notons z,, la représentation décimale par défaut de v/2 contenant n décimales,
c’est une suite de ¢, mais la limite v/2 ¢ @ (c’est une suite de Cauchy convergeant
dans IR mais pas dans @ ).

1.5 Espaces vectoriels normés

Dans la suite le corps de base des espaces vectoriel considérés est noté K.
Il s’agira de IR ou C.

Définition 1.4 Un espace vectoriel & est normé s’il est muni d’une application
I[]]: E— RT

vérifiant
— |lz]|=0<x =0.
— VA e K, Vx e E ||Xz]| = [N ||z]].
— Va,y € Elz+yll <l + [lyl]-
Il en découle immédiatement que d(xz,y) = ||x — y|| définit une distance sur E.

Exemples
a) E=IR", ||z|| = \/> -, 22 est un IR-espace vectoriel.
b) E = C([a,b]) (fonctions réelles ou complexes continues sur 'intervalle [a, b] )

| f]] = maxa<o<p | f(2)].

Une suite (f,) converge alors vers f pour la distance d associée a ||.|| si et
seulement si (f,,) converge uniformément vers f.

c) E=C", ||z|| = vXiu; |zi|? est un C-espace vectoriel normé.

d) F = {(x”)neﬂ\]‘ SwelVlzal? < —|—oo} ol x, € K pour tout n est un K-
espace vectoriel normé pour la norme

Na() = (3 Joal?) /2.
nelN

Remarque.
En notant u la mesure de décompte sur IN et = = (x,) on a

No(@) = ([, Jadn)?

cet espace est donc un espace de Riesz particulier étudié dans le cours d’intégration,
il est noté 12(K).



1.6 Espaces vectoriels normés complets

Définition 1.5 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé com-
plet.

Exemples.

a) IR™ et " sont complets pour la norme précisée précédemment. Ceci pro-
vient du fait que IR et €' sont complets et qu’'une suite de terme général x; =
(zi,22,---,x}) converge vers x = (x1,T9, -+, 2,) dans K" si et seulement si
pour tout 4 xj, converge vers x;.

b) L’espace I2(K) est complet. Ceci a été démontré dans le cours d’intégration
(tous les espaces LP sont complets). Cet exemple est trés important car cet es-
pace est isomorphe a tous les espaces de Hilbert que ’on traitera dans ce cours.
c) L’espace (X, B, p) étant un espace mesuré ( B est une tribu sur X, p une
mesure sur cet espace) on définit

Lﬁ(X):{f:X—>K|/X|f]pd,u<+oo}.

Tous ces espaces correspondants a p € IR, p > 1 sont des espaces de Banach
(voir cours d’intégration). L’exemple précédent est un cas particulier ou X = IN.

1.7 Applications linéaires continues

Rappel.

— Les espaces (F,d) et (F,0) étant métriques et f une application de E
vers F', on dit que f est continue en a € F si

Ve>0,3n>0,VzeE, dxz,a) <n=4f(x),fla) <e.

f est continue sur F si elle est continue en tout point de E. Il revient au
méme de dire que I'image réciproque de tout ouvert est un ouvert (ou
I'image réciproque de tout fermé est un fermé).

— On dit que f est lipschitzienne s’il existe k € IRT tel que

Yo,y e B, 6(f(x), f(y) < kd(z,y).

Une application lipschitzienne est continue sur E.

— Une application f est continue en a € A si et seulement si pour toute
suite (z,,) convergeant vers a dans (F,d), la suite (f(z,)) converge vers
f(a) dans (F,0).

Dans la suite F et I’ seron deux espaces vectoriels normés, munis des
distances associées a ces normes, qui seront toutes deux notées ||.||.

Théoreme 1.3 Soit u une application linéaire de E dans F, les trois propriétés
sutvantes sont équivalentes

1) u est continue en o.

2) u est bornée sur toute partie bornée de E.



3) w est lipschitzienne.

Démonstration

(1) = (2) : Si u est continue en 0, il existe r > 0 tel que ||z|| < r = ||u(z)|| < 1.
u est donc bornée sur la boule B(0,r) donc par homothétie sur toute boule de
centre 0 et donc sur toute partie bornée de E.

(2) = (3) : Si (2) est vérifiée on a ||z|| = 1 = |Ju(x)|| < M.

Stz #0, ||lu(z/||z]])|]| <M = ||lu(z)|| < M||z|| et ceci est vérifié si x = 0. On
a alors ||u(z) —u(y)|| = ||u(x — y)|| < M||x — y|| et u est bien lipschitzienne.
(3) = (1) est immédiat.

Remarque. Soit u une application linéaire de E vers F, la plus petite constante
de Lipschtiz associée a E est le nombre

ul] = sup PO _ o @)l = sup [u@)]l
o0 ||zl| llz||<1 l|z||=1

Ce nombre est appelé norme de u. On a donc

[lu(@)|| < ||ull]|z||, le signe ||.|| ayant trois significations différentes dans cette
inégalité.

Théoreme 1.4 L’espace vectoriel L(E, F') des applications linéaires continues
de E dans F' est normé par u — ||ul|. Si F' est complet L(E,F) est complet
pour la norme qui vient d’étre définie.

Démonstration Soient u,v € L(E, F)

lu+ || = sup [Ju(z)+v(@)]| < sup [fu(@)||+ sup [jv()[] = [Jul| + [[v]]
llz[|=1 |lz[|=1 llz[|=1
Pour A € K, on a immédiatement ||Au|| = |A| ||ul|

llu|| =0=VYz € E u(z) =0 c’est a dire u = 0.

L’espace vectoriel L(E, F') est donc bien normé a I’aide de I’application définie
plus haut.

Supposons F' complet et considérons une suite de Cauchy (u,) dans L(E, F).
L’inégalité (1) ||up(x) — ug(x)|] < [Jup — uql|||x|| entraine que (u,(z)) est une
suite de cauchy dans F' pour tout « € FE, elle converge donc vers un élément de
F que l'on notera u(z).

wAr + py) = m un(Az + py) = i (Aun(2) + pun(y)) = Au(z) + pu(y)

u est donc bien linéaire, montrons qu’elle est continue.

Soit € > 0 et choisissons n € IN tel que p,q > n = ||up — uy|| <€

en faisant tendre ¢ vers l'infini (1) donne ||Juy(z) — u(x)|| < €l|z||, up — u est
donc Lipschitzienne, donc continue et u = (u — up) + up est continue.

llup — ugl| < € = ||lup —ul| < € (¢ = 00), ce qui exprime que limy_oc u, = u
dans L(E, F) qui est donc complet.

Remarque.
a) Si E=F, L(E,F) est noté L(E) et on a ||uov|| < ||ul|]]v]].
b) Si F'= IR ouC, L(E, F) est appelé dual topologique de E et noté E*. C’est
un espace vectoriel normé complet.



Définition 1.6 Les espaces vectoriels Eet F' étant normés, ’application linéaire
u: E — F est un isomorphisme d’espaces normés si elle est bijective et bicon-
tinue, c’est o dire que u et u~' sont continues.

Théoreme 1.5 L’application linéaire bijective u est un isomorphime si et seule-
ment il existe deux réels strictement positifs A et B tels que

Ve € B Allz]| < [Ju(2)]] < bf|x]].

La premicre inégalité est équivalente & la continuité de u~! et la deuxieme & la
continuité de u.

Remarque.
L’espace vectoriel E étant muni des deux normes ||.||; et ||.||2, elles donnent
les mémes ouverts (on dit que les topologies sont identiques) si et seulement
si Papplication identité Id : (E,||.||1) — (E,||.||2) est un isomorphisme I'image
réciproque d'un ouvert (par Id ou par Id—! = Id) étant alors un ouvert.

Corollaire 1.5.1 Id : (E,||.|[1 — (E,||.||2) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels normés si et seulement si les normes sont équivalentes c’est a dire si
elles vérifient

Vee B, Allz|li < |lz|lz < Bllzlh

Ce résultat est une conséquence immédiate du résultat précédent.

Théoreme 1.6 Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes
sont équivalentes, ce qui entraine qu’un tel espace n’a qu’une seule topologie.

Démontrons d’abord un lemme préliminaire.

lemme 1.6.1 L’espace vectoriel K™ étant muni de la norme définie par p(x1,za, -+, xy) =
VT2 + |xe]? + - - - |zn|?, toute autre norme sur cet espace est continue pour p.

Démonstration
Soit (e;)1<i<n la base canonique de K™ et x € K" , © = Y i"; x;e; Si ||.|| est
une norme quelconque sur K"

1/2
||l = HzxzezH<leleezH<AP ou A= <ZH6zH>

||.|| est donc continue en 0. L’inégalité | ||z|| — ||a|| | < ||z — a|| entraine la conti-
nuité en tout point a.

Démontrons maintenant le théoréeme. Appelons ¢ et r deux normes sur K",
elles sont continues par rapport a p. Sur S = {z € K"|p(z) = 1}, sphére unité
de K", q et r ne s’annulent pas, S étant compacte (fermée et bornée) /g a un
maximum et un minimum sur S

VreS, (A B) e R A< ZE? < B & Aq(z) < r(z) < Bq(z)

~—
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Ces inégalités se généralisent a K™, ce qui montre que sur K" toutes les normes
sont équivalentes. Considérons un espace vectoriel F quelconque de dimension
n sur K et appelons f un isomorphisme algébrique de K™ sur F (toute appli-
cation linéaire envoyant la base canonique de K™ sur une base de E est un tel
isomorphisme algébrique). Dans le cas ou ¢ et r sont deux normes sur E, go f
et r o f sont des normes sur K" et a ’aide de ce qui précede

Vo e K", Aq(f(x)) <r(f(z)) < Bq(f(x))

or f(x) est un vecteur quelconque de E, ce qui montre que ¢ et r sont équivalentes.
Remarque. Ceci est faux en dimension infinie.

Soit £ = C([0,1], R) , [ fllu = supseoy /O] » £l = J1F(2)]dt. La suite de

fonctions définie par f,(t) = t" vérifie ||fu|lu = 1 et ||full1 = 1/(n+ 1). 11 est

fagile de montrer que ||f||1 < ||f||l« pour tout f € E, mais il n’est pas possible

de trouver une constante une contante k telle que Vf € E , ||f|lu < k|| f|]1 car

HJ}Z‘I‘I? =n+ 1 et ce quotient n’est pas borné.

Théoreme 1.7 Tout espace normé de dimension n est isomorphe a K", il est
donc complet.

Démonstration
Soit f : K™ — E un isomorphisme algébrique. Si ¢ est la norme sur E, r = go f
est une norme sur K", elle est donc équivalente & la norme euclidienne p

Ve e K", Ap(x) < q(f(x)) < Bp(x)

f est donc non seulement un isomrphisme algébrique mais aussi un isomor-
phisme d’espace normé.

Théoreme 1.8 Toute application lincéaire f d’un espace vectoriel E de dimen-
ston finie n vers un espace vectoriel quelconque F est continue.

Démonstration
Soit f : K™ — E un isomorphisme et g : E — Fune application linéaire. On

pose h =go f, h(z1,z2, -, xn) = D iq xih(e;)

n 1/2
(21, 22, @ Z\Hszlh (el < (ZWL () H2> p(x1, 22, 2n)

ce qui entraine la continuité de h et donc également la continuité de g = ho f~1.



Chapitre 2

ESPACES DE HILBERT

2.1 Formes Hermitiennes

Dans toute la suite on prendra K = (.

Définition 2.1 — FE et F étant deux espaces vectoriels complexes, une
application u : E — F' est dite semi-linéaire si

Vz,y € E u(x +y) =u(x) +uly), YA€, Vo € E u(Az) = Iu(z).

— FE, F, G étant trois espaces vectoriels complexes, une application
u: ExF — G est dite sesquilinéaire si © — u(x,y) est linéaire et
y — u(z,y) est semi-linéaire. Si G =€ u est une forme sesquilinéaire.
— Une forme sesquilinéaire sur l’espace vectoriel complexe EE X E est her-
mitienne siVx,y € E f(y,z) = f(x,y). Dans le cas K = IR ’analogue
des formes hermitiennes sont les formes bilinéaires symétriques.

Exemples
1) Sur ¢" x €" la forme hermitienne la plus générale s’exprime & l'aide des
coordonnées x; et y; par

n
flay) = iy, aij = f(ei,e;) €C.
4,j=1
f est hermitienne si et seulement si aj; = @;; 7,5 = 1,2,---,n. Dans ce cas on
dit que la matrice A = (aij)ij est hermitienne.
2) On peut munir I'espace

[e.e]
1?2 = {(xn)nelNWmcn el, Z |$Cn|2 < 4o}
n=0
de la forme hermitienne définie par f((zn), (yn)) = Yo i¥i- Cette série est
bien définie sur 12 car |z;7;] < 1/2(|z2| + |y2|). Il est alors fagile de vérifier que
f est une forme hermitienne.
3) Sur E = C([0,1],0) la forme définie par

Fa) = [ w0y
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est hermitienne.

4) F = Li (X) ol (X, A, u) est un espace mesuré et E 'espace vectoriel constitué
des classes d’équivalence des fonctions mesurables de carré intégrable, a valeurs
dans (. Soit f, g € E, Papplication ¢(f, g) = [y f.gdu est une forme hermitienne
sur F, 'intégrale étant bien définie d’apres I'inégalité de Holder.

Théoreme 2.1 Soit f une forme sesquilinéaire sur E, on a

(1) f@y) = (a+y.2+9) = =g,z —y)+if@+ iy, + i) — (e —iyo—iy))

Démonstration

fle+y,z+y)=flz,z)+ f(y,y) + flz,y) + [y, 2)
flx+iy,x+iy) = f(z,2) + f(y,y) —if(z,y) +if(y,x)

En remplagant y par —y dans ces expressions et en effectuant les opérations
précisées on obtient le résultat.

f est donc déterminée par les valeurs prises sur la diagonale.

Corollaire 2.1.1 Une forme sesquilinéaire est hermitenne si et seulement si
elle prend des valeurs réelles sur la diagonale de E X E.

Si f est hermitienne on a f(z,z) = f(x,x) € RR.
Réciproquement la formule (1) s’écrit f(z,y) = 1/4(A — B +iC — iD) ou
A,B,C,D € R, done f(y,z) = f(z,y).

Définition 2.2 Une forme hermitienne est définie positive si Vo € E,x #
0 f(z,z)>0.

Théoreme 2.2 Si f est une forme hermitienne définie positive sur E on a

V(z,y) € Ex E, |f(z,y)]* < f(z,2) f(y,y)

,c’est l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Démonstration
Si z = y = 0, l'inégalité est immédiate. Supposons par exemple f(z,y) =
a> 0 (x#0). Posons f(z,y) =b, fly,y) =c.

VAEC, fAr+y,  x+y) = a N +bA+DA+c=a ||]A+b/a]* +

— |bl?
ac 2H >0
a

La valeur A = —b/a entraine ac — |b|?> > 0, ce qui est I'inégalité & démontrer.

Théoreme 2.3 L’inégalité ci-dessus devient une égalité si et seulement si x et
y sont linéairement dépendants.

Démonstration

Sidt+y=0, fOz+y,  \r+y)=0= |b? = ac.

Réciproquement si |b|> = ac dans le casa=0onaz =0 et si a >0
fOz +y,  \x+vy) =a|\+b/a|? ce qui entraine Az +y = 0 si A\ = —b/a.
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Corollaire 2.3.1 Si f est une forme hermitienne définie positive sur E X F,
Uapplication p : x — \/ f(x,x) est une norme sur E.

Démonstration

— plx) =02 =0.

— p(Az) = [Alp(x).

pg( +y) = fla+y,2+y) = fle,2) + fyy) + 2R(f(z,y))
> p*(z) +p*(y) + 2p(@)p(y) = (p(z) + p(y))*

d’ott p(z +y) < p(z) + p(y).

2.2 Espaces de Hilbert

Définition 2.3 Un espace de Hilbert (ou espace Hilbertien) est un espace vec-
toriel complexe muni d’une forme hermitienne définie positive et complet pour
la norme associée a cette forme.

Cette forme définie sur E (on dit aussi produit scalaire) sera notée (x|y) et la
norme associée ||x||.

Avec ces notations on obtient

|(z]y)| <||z|||ly]| (Inégalité de Cauchy-Schwarz) et

1 . . . .
(aly) = 5 (ke +9ll* =l =yl > +illz + iy|* — ille — iy||’)

Exemples. 1) [? est un espace de Hilbert associé au produit scalaire

oo
zly) = Z%E
i=0

oux = (wi)ieﬂ\[7 Yy = (yl)zeﬂve 2.
2) L’espace C(]0, 1],€) peut étre muni de la forme hermitienne défine positive

(aly) = [ w0y

mais il n’est pas complet pour la norme associée.
Posons x,(t) = sin(xw/t) pour 1/n <t <1, z,(t) =0 pour 0 <t < 1/n

1/m
|0 — Tm][2 = /1/n sin(r/t)dt (n>m), lim ||z, — Tml|? =

Ceci montre que (x,,) est une suite de Cauchy dans cet espace. Si elle admettait
une limite x € E on aurait pour a > 0

lim /1 |a:(t)—:vn(t)|2dt:/al () — sin(/)[2dt = 0

n—o0 a
ce qui entrainerait x(t) = sin(n/t) pour 0 < a < t < 1 car x(t) — sin(n/t) est
continue, d’out z(t) = sin(w/t) pour 0 < ¢ < 1 or une telle fonction ne peut étre
continue en 0 quelle que soit la valeur prise par z(0).
3) E= Li(X) muni du produit scalaire (f|g) = [y fgdp est un espace de Hil-
bert. La norme ||.||2 en fait un espace vectoriel normé complet (cours d’intégration).
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Théoreme 2.4 Dans un espace de Hilbert on a les relations suivantes
— o+ yl> = [|z]|* + ||yl * + 2R (zy)
— |z +yl> + ]z — yl|* = 2||=||*> + 2||y||?. Identité du parallélogramme.
— ||z])? + |[y]|? = 2|| =52 + L[|z — y||2. Théoréme de la médiane.

La vérification est immédiate.
Notons que si (z|y) = 0 la premiere relation est le théoréme de Pythagore, mais
la réciproque n’est vraie que si 'espace vectoriel est réel.

2.3 Théoreme de projection

Définition 2.4 — Soit F' une partie d’un espace de Hilbert E et a € E.
On appelle projection de a sur F le point o € F (s’il existe) tel que

lla — || = inf ||a — ||
zeF

C’est le point réalisant le minimum de la distance de a a F (si ce point
existe et dans ce cas il peut y en avoir plusieurs).

— Une partie F' d’un espace vectoriel E est convexe si lorsqu’elle contient
deuz points elle contient le segment joignant ces deuz points, ot le seg-
ment [a,b] est l'ensemble des points {x € Elx = aa+(1—a)b, 0 <a <

1}

Théoreme 2.5 Soit E un espace Hilbertien et F' une partie fermée convexe
non vide de E. Chaque point de E a une projection unique sur F.

Démonstration
On pose d = infyep|la — z||. Les propriétés de la bornes inférieure entraine
Pexistence d’une suite (z,,) de points de F telle que lim,, o ||a — 2, || = d. En

appliquant le théoreme de la médiane & x = a — x,, et y = a — x,, on obtient

Ty + Ty

B H2+1/2|’xn_33m”2

(D) [la = zal* +[la — zml|* = 2[ja —
limy, o0 [|a — 25| = limp—so0 ||a — 2| |* = d?, F étant convexe Zntim ¢ F. La
définition de d entraine ||a — ZntZn|| > d. On a lmsup,, ,, o0 |[Zn — Zm|| <0
ce qui donne limy, o0 ||Zr, — ;|| = 0. La suite (x,,) est donc une suite de
Cauchy de F', E étant complet, elle converge vers un élément o € E et F' étant
fermé o € F. Ceci montre I'existence d’'un point a € F' vérifiant d = ||a — |,
« est donc bien une projection de a sur F.

S’il existait une autre projection 3 on pourrait écrire

MH?
2

dou [|B—al? <2d®?+2d* —4d> < 0= ||B—a|]|=0=a = f.

18— all* = 2/|8 — al® + 2[ja — al|* — 4|a —

Théoreme 2.6 (Caractérisation de la projection) Soit F' partie fermée convexe
non vide de l’espace de Hilbert E, et a € E on a

a est la projection de a sur F < Vx € F, Rla— alr —a) <0
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Démonstration
SiR(a —alzr —a) <0 pour x € Fona

lla —2[]* = [la—al* + |lz — of[* = 2R(a — alz — @) > [la - of®

et donc « est bien la projection de a sur F.
Réciproquement, si « est la projection de a sur F' on a pour x € F'
(I1—-t)a+tze F, tel0,1] dapres la convexité de F.

Ve e F,Vte[0,1], |la—((1-ta+tz)|]* =]|/(a—a) -tz —a)|* > ||la—a|?

Apres developpement et simplification on obtient

—2tR(a — a — z — a) + t?||z — a||? > 0 en divisant par t €]0,1] et en faisant
tendre ¢ vers 0 on obtient f(a — oz — o) < 0 pour tout = € F.

Remarque.

(zy)
[ Iyl

Si le corps de base était IR, en posant cosf = ceci exprime que ’angle

0 est obtu ou droit.

2.4 Projection sur un sous-espace vectoriel fermé

Un sous-espace vectoriel étant convexe, ce qui précede s’applique aux sous-
espaces fermés d’un espace de Hilbert FE.

Définition 2.5 — Les vecteurs x et y de E sont orthogonauzx si (z|y) = 0.

— F étant une partie de E, x est orthogonal a F' s’il est orthogonal a tout
élément de F.
On note F+ Uensemble des éléments orthogonauz o F.Cet ensemble,
appelé orthogonal de F' est un sous-espace vectoriel fermé de E car F+ =
Naer{a}t et Uorthogonal d'un élément a € E est le noyau de la forme
linéaire continue ¢, : * — (a|r), c’est donc ¢;*({0}) qui est fermé.

— Deuz parties F' et G sont orthoganales si tout vecteur de l'une est ortho-
gonal a tout vecteur de ’autre.

Remarque.

En appelant G l'espace vectoriel engendré par F on a F+r = G+ = G La
premiere égalité est vraie car un vecteur orthogonal a d’autres vecteurs est
orhogonal a leurs combinaisons linéaires, la deuxieme s’obtient par passage a la
limite en utilisant la continuité des ¢,.

Théoreme 2.7 (de projection sur un sous espace fermé) La projection d’un
point a d’un espace Hilbertien E sur un sous-espace fermé F est l'unique point
a de F' tel que a — « soit orthogonal a F'.

Démonstration Soit « € F, le vecteur y = x + « est alors élément de F' qui est
espace vectoriel.

R(a—aly—a) = R(a—alz) < 0, en remplacant = par —x on obtient R(a—alx) =
0, puis en remplagant = par iz on obtient J(a — a|r) = 0 ce qui entraine
(a — alx) = 0 pour tout = € F, ce qui exprime que a —a L F.
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Sife Festtelquea—f L Fona(a—alr)=(a—pf|x) =0 pour tout z € F,
en faisant la différence on obtient (o — flz) =0etsiz =a —f

(zlx)=0=z=a—-F=0=>a=0

il existe donc un seul point « vérifiant a — a L F'.
Dans la suite on notera Pr la projection de E sur F'.

Théoreme 2.8 Si F n’est pas réduit au sous-espace {0} Prest linéaire, conti-
nue, de norme 1. ker Pr = F*+ et E = F @ F- (les deur sous-espaces sont
supplémentaires).

Démonstration
Soient z,y € E, Vz € F on a (Ppx — z|z) = (Pry —ylz) =0

d’ou (Ppx + Ppy — (z + y)|z) = 0 ce qui entraine Pp(x +y) = Pr(z) + Pr(y).
De méme si A € € (APp(x) — A\z|z) = 0 = Prp(Az) = APp(z). Pr est donc
linéaire.

L'égalité (Pr(z) — z|Pr(z)) = 0 entraine ||Ppx||?> = (x|Ppz) < ||z||||Prz|
done ||Pp]] < [lal] et || Prl] < 1.
Siz € Fona ||Ppx|| = ||z|| dou

|Pr|| > 1 et donc ||Pr|| = 1.

Prr=0&VYz € F (z2) =0z e Ft

ce qui démontre que ker Pp = F*.

Un vecteur © € E s’écrit © = (x — Ppx) + Ppx, le premier vecteur est un
élément de F et le second un élément de F, on a de plus F'N F+ = {0} ces
deux résultats établissent que E = F & F*.

lemme 2.8.1 Soit v un vecteur d’un espace de Hilbert E. f, : x — (z|v) est
une forme linéaire continue sur E de norme ||v||. L application v — f, est une
isométrie semi linéaire de E vers E*.

Démonstration

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

|(z[v)] < [lz][ |[v]] = [[foll < [[v]|- De plus fu(v) = |[v[|?, on déduit donc
[1£211> llol] ot [[£.]] = [[o]]

v — f, est bien une isométrie semi-linéaire de E dans E*, le théoreme suivant
montre qu’elle est surjective.

Théoreme 2.9 Si f est une forme linéaire continue sur l’espace de Hilbert E,
il existe un vecteur unique v tel que Vx € E | f(x) = (z|v).

Démonstration Si f = 0 v = 0 convient. Sinon F = f~1({0}) est un hyperplan
fermé, f étant continue. Le théoréeme de projection entraine l’existence d’un
vecteur u L F. Posons g(x) = (z|u), cette forme linéaire a le méme noyau que
f,on adonc f = Ag pour un A € €, soit Vo € E f(z) = A(x|u), on prend alors
v=Au

Application.

Pour toute forme linéaire continue ¢ sur E = LZ(X )ona:

JyeE, Vfek, ¢(f)=/Xf§duet||¢||=Hg||2.

On peut donc identifier £ et son dual topologique.
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2.5 Espaces de Hilbert et systemes orthogonaux

Définition 2.6 — Un espace de Hilbert E est séparable s’il existe un sous-
ensemble dénombrable A = {x1,x2,---} dense dans E, c’est a dire tel
que A = E. Il est équivalent de dire que toute boule ouverte non vide de
E contient au moins un élément de A.

— Une famille (e;)icr de vecteurs de E est orthonormée si (e;le;) = 0 pour
i #j et|le;|| = 1pour tout i € E.

Théoreme 2.10 — Toute famille orthonormée est libre, ce qui signifie que
toute combinaison linéaire composée d’un nombre fini de vecteurs donne
le vecteur nul seulement si tous les coefficients scalaires sont nuls.

— Dans un espace de Hilbert séparable toute famille orthonormée est finie
ou dénombrable.

Démonstration
Soit J une partie finie quelconque de I et (e;);er une famille orthonormée.

Zaiei =0=VjeJ (e Z%’Gi) =0= Z(Ti(eﬂei) —aj

ieJ icJ ieJ

ce qui démontre qu’une famille orthonormée est une famille libre.

Soit (e;)ier une famille orthonormée dans un espace de Hilbert séparable E.Si
ej # ei|lej — el = llejl|* + el — 2R(ejle;) = 2 donc [lej — ei| = v2.

Soit A = {x1,z9, -} un ensemble dénombrable dense dans E. Pour chaque
i € I il existe un entier n(i) tel que ||x,;) — e;|| < 1/4 car A est dense dans
E . Montrons que I'application ¢ — n(i) est injective. Soit n(i) = n(j)

llei — ejl| <llei = znp)l| + lzn@) — €5l <1/2 = ei = ej.

Cette application de I dans IN étant injective, ’ensemble I est fini ou dénombrable.
Dans la suite I'espace E sera toujours supposé séparable

Théoreme 2.11 Soit (e;)1<i<n un systéme orthonormé fini de E et F' le sous
espace a n dimensions engendré par ces vecteurs. Pour tout x de E on a
1) Ppx =Y (z|e;)e;.
2) &*(z, F) = ||z[|* = iy [(zles) [ ot d(, F) = infyep d(z, y)
= infyep ||z —y||.

Démonstration
1)OnaVvj,1<j<n (z—>(zle;)eilej) =0, donc z — D1 (z|e;)e; L F.
2) d*(z, F) = ||z — XLy (@les)eil” = [l2l]* = iy [(zles) | — Xis [(aled)” +

S [(z]ei)|?. Ceci démontre que

n

VL Az, An) €07l =D Nieil| > [l =D (xeq)edl|
i=1

=1
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Corollaire 2.11.1 Inégalité de Bessel Soit (e;)icr, L’ensemble I étant fini ou
dénombrable, un systéme orthonormé quelconque et x € E, on a

2 2
> I(led)” < [l
i€l
La procédure qui suit, qui permet de construire des systemes orthonormés en

dimension finie s’étend aux espaces de Hilbert.

Théoreme 2.12 (Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt) Soit
E un espace de Hilbert et (x,,n > 1) des vecteurs linéairementindépendants de
E. On définit

wy = a1 yv1 = wi/|Jwi]|

wy = x2 — (vi|T2)V1 s V2 = wa/[|wal|

Wy, = Tnp— Sopsi (klze)ve v = wy/||wal|

La suite (vy,n > 1) est un systéeme orthonormé et pour toutn > 1, (v, va, -+, vy)
et (x1,x2, - ,xy) engendrent le méme sous espace vectoriel de E.

La démonstration de ce théoreme est aisée et laissée en exercice. Application.
Déterminer .

min/ (23 — a — bz — cx?)?dz.

a,b,c J_1
Considérons E = L?([—1,1], IR) etF le sous espace vectoriel de dimension 3
engendré pa fo, fi1, fo ot fi : x — z'. F est complet car c’est un sous espace
de dimension finie. Le probleme revient a calculer la distance d de f : x — 23
a ce sous espace (l'intégrale est égale & d? ). Déterminons tout d’abord Prf,
l'intégrale cherchée sera ||f — Prf||%.
Construisons une base orthonormée de F' par la méthode de Gram-Schmidt.
w(a) = B3} = 2/
wi(z) =z — (vl fr)vo =z, vi(x) = (V6/2)z
wa(z) = 22 — (vo|fo)vo — (vi|f2)v1 = 22 — 1/3, vo = (21/2/3)(2® — 1/3).

Ppf = (flvo)vo+(flor)vi+(flv2)ve = (3/5)x || f—Pr f||* = /_11(953—3/5$)2d$ = 8/175

Définition 2.7 — Un systéme orthonormé A = (e;,i > 1) est complet si
no
Vee E,Ve>0, Ing e IN ||z — Z(w|ei)ei|] <e.
i=1

— Un systeme orthonormé est fermé si pour tout x # 0 de E on peut
trouver n € IN* tel que (ep|z) # 0.

— Un systéme orthonormé est maximal s’il n’est pas sous ensemble propre
d’un autre systeme orthonormeé.

Théoreme 2.13 Soit A = (e;,i € I), I = {1,2,---,n} ou I = IN*, un
systeme orthonormé dans un espace de Hilbert E. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.
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1) A est complet.

2) A est maximal dans E.

3) A est fermé.

4) Siz € E, (z|lz) = ||z||* = Xicr [(z]e:)|?. (Identité de Parseval).
5) Siz,y € B, (2ly) = Sier(@lea) ble)-

Démonstration

1=2

Si A n’est pas maximal dans F Jey € E tel que (e;,i € IN) est un systéeme
orthonormé. Soit ¢; = (ege;)

n
Vn € IN, ||60—Zciei\| = |leo]| =1
i=1

A n’est donc pas complet.

2=3

Si A n’est pas fermé, il existe z # 0, x € E tel que quel que soit i € I, (z|e;) =
0. En posant e, = z/||z|| le systéme (e;,7 € IN) est orthonormé et A n’est donc
pas maximal.

3=4

L’inégalité de Bessel entraine >, [(z]e;)|* < ||z||?, montrons I'inégalité inverse
dans le cas le plus général I = IN*. Posons s, = Y i (x|e;)e;

[Isn—smll* = ( Y. (zledes] (fvlei)ez') = > @lenP < Y I(len)]” (n>m).

i=m-+1 1=m+1 i=m+1 i=m+1

Le dernier terme est le reste d’une série convergente (inégalité de Bessel) et
tend donc vers zéro quand n et m tendent vers zéro, (s,) est donc une suite de
Cauchy de FE, convergeant vers un élément y € E car E est complet.

Vn € IN“(en|z) = (en|y) = Vn (enlz —y) =0=2z =y

car le systeme est fermé.

4=15

(z|y) et 3;cr(wei)(yle;) sont deux formes hermitiennes prenant les mémes va-
leurs sur la diagonale, donc indentiques.

5 = 4 est immédiat.

4=1

Soit ng tel que

n

n n
n>ne = ||z]P=) |(zle:)” < e, alors [ (zlei)es||* = ||z][*~)_ |(zle)* <.
i=1 i=1 i=1

Théoreme 2.14 Un espace de Hilbert est séparable si et seulement il contient
un systéme orthonormé complet fini ou dénombrable.

Démonstration
Supposons E séparable et soit (x,,) un sous ensemble dénombrable qui est dense.
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On peut en extraire une sous suite (z,, ) de vecteurs linéairement indépendants
telle que tout x, soit une combinaison linéaire finie des x,,. Le procédé de
Gram-Schmidt appliqué a cette suite permet de construire un systeme ortho-
normé (y,) tel que tout x, soit combinaison linéaire finie des y,. Un vecteur
x € FE orthogonal & tous les y,, est donc orthogona a tous les x,, donc a E = (x,,)
ce qui entraine que le systeéme (y,,) est fermé.

Nous admettrons la réciproque de ce théoreme.

Théoreme 2.15 Un espace de Hilbert séparable est isométrique & espace 1> =
I2(IN) s’il est de dimension infinie, ¢ un espace " s’il est de dimension finie.

Démonstration
Si dim E = n lapplication x = > (zle;)e; — ((zler), (zlea), - (x|en)),
ou (e;,1 < i < n) est une base orthonormée de E, est une isométrie car
]| = 7y [(wes) .
Si E est de dimension infinie choisissons A = (e;,7 € IN*) un systeme ortho-
normé complet et posons z; = (z|e;). On a démontré que ||z||? = Zzi{ty |22,
I'application

¢:FE—1% x— (x5, € INY)
est donc une isométrie, montrons qu’elle est surjective. On peut remarquer que
la famille B = (f;,7 € IN*), définie par f;(j) = 5? , est un systeme orthonormé
complet de I? car (fif;) = 6¢ et [|/(ai)llz = 32y —(alfi)[*-
B C ¢(F), ¢(E) contenant les combinaisons linéaires finies d’éléments de B
est donc dense dans 2, or ¢(E) est complet comme image isométrique d’un
espace de Hilbert, il est donc fermé dans 2, on a donc ¢(FE) = [2. Nous allons
maintenant étudier un cas particulier important comprenant la convergence en
moyenne quadratique (dans L?) des séries de Fourier.

2.6 Bases orthonormales de L?([a, b))

Théoreme 2.16 (Critére de Dalzell) Une famille orthonormée (fn,n > 1)
de L2 ([a,b]), m étant la mesure de Lebesgue de [a,b], est un systéme ortho-
normé complet st et seulement si
2 b u 9
— t)dt|*du =1
o L o

n>1

Démonstration

Rappellons que si A est un sous ensemble de F la fonction indicatrice x 4 notée
aussi 15 est définie par xa(z) =0sixz & Aet xa(z) =1siz € A

Supposons le systeme (f,,n > 1) orthonormé complet. Yu € [a,b] , X[qu € L2,
on peut donc écrire

Xawu] = Z Y P (X[a,uﬂfn) :/ fa(t)dt
n=1 a

L’égalité de Parseval entraine
oo u S b u b—a)?
S [ gt =u—a= 3" ][ gty = ool
n=1 "¢ n=1"% a
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Nous admettrons la réciproque de ce théoreme.

2.6.1 Application
Corollaire 2.16.1 La famille de fonctions

nx
V2T

est un systéme orthonormé complet de l’espace de Hilbert E = L2,(]0,27]).

€n T — s neEXL

Démonstration
Montrons que cette famille de fonctions vérifient le critere de Dalzell.

2 R T 2 8 4
—ZZ/ —|/6 dt|du:—3(7+zfz)
4 nEZQ 27" Jo 8 3 neZ*n
2 X Arn 2 8
=2/34+——(2) 5)=2/34+ . — =1.
/ +87T3( nz::an) / +87r3 6

Une fonction f étant élément de F on a

(flen) = \/12? /Ozw flx)e ™ dx et f = ngz(flen)en dans E
1 2T . .
f= Z — f(z)e "™ dx | f, ou fr(z) = ™.
neZ <27T 0 )

On note ¢, (f) = (1/2m) OQWf(a:)e_mxda:, ce qui entraine f = > _zen(f)fn
dans FE, ce qui signifie

N

Jim 1= 37 el fall2=0.

n=—N

£ inx 4 A ; AT nTr _
La série - _zen(f)e™ est appelée série de Fourier de f. En écrivant e* =
cos(nz) + isin(nx) la série précédente peut également s’exprimer sous la forme
Y omep an cos(nx) + by sin(nz). On a les relations ag = co, an, = ¢y + c—p, by =

1Cn — 1C—p.
1 2 1 27 1 27

ag = — f(x)dx | a, = — f(x) cos(nz)dx (n>0), b, = — f(x)sin(nz)dz (n > 0).
21 Jo T Jo 7 Jo

Remarque.

— On peut supposer f(0) = f(27) car les coefficients de la série de Fourier
sont inchangés en modifiant un nombre fini de valeurs prises par f, ceci
permet de considérer f comme la restriction a [0, 27| d’une fonction 27-
périodique.

— Le calcul des coefficients peut dans ces conditions étre effectué sur
[a,a + 27] avec a quelconque.
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— Si f est une fonction paire, Yn > 0 b, = 0 et si elle est impaire Vn € IN
an = 0.
Les résultats du théoreme 2.13 se traduisent de la facon suivante pour les séries
de Fourier.

4) Identité de Parseval

1 27r e
or | WOFd = 3 (ol = lal + Y (af + o)

keZ k=1

2
o [ 150t = laoP +

o0
5 Z (laxl* + bk %)
7 Jo =

I\Q\H

pour une fonction f 6 L2 ([0, 2m])
5) Vf,g € I2,(0,27]) s & [ f()g(0)dt = 5, gen(F)en(a).
L’isométrie entre L2 (]0,27]) et I2 se traduit par
pour toute suite (c,,n € Z) vérifiant Y-, _len|* < +ocilexiste f € L2, ([0, 27])
telle que la série de Fourier de f soit >_ chei’””

2.6.2 Convergence ponctuelle d’une série de Fourier

Les coefficients a,, ,b, ,c, sont également définis si f € Ll ([0,27]) car
|f(t)e™| = |f(t)]. Dans le cas ou f est de plus 27w-périodique le probleme
de la convergence ponctuelle (convergence simple ou uniforme) de Sy (f) =

N N Cn€™ se pose. Le théoreme de Dirichlet, que nous allons démontrer
donne des conditions pour la convergence ponctuelle de cette série. Commengons
par transformer Sy (f).

L’expression Dy (t) = SN\ ¢,e™™® est appelé noyau de Dirichlet.

N

1 2m in(x—t _ 1 2m
Sy() =5 | IO S e = o [T 10Dl — vt
1 2m 1 27
Sn(f)(z) = 2 Jo fl@+)Dy(t)dt = o i flz —t)Dy(t)dt

=0 / f(x+1t)+ f(z —t))Dn(t)dt.

La deuxieme égalité provient de la parité de la fonction Dy.

Théoreme 2.17 (Lemme de Riemann-Lebesgue.) On considére une fonc-
tion f € L. ([0,27]), les coefficients ¢, = (1/(27) O%f(a:)e*imda; de la série
de Fourier de f tendent vers zéro quand |n| tend vers zéro.

Si f € L2,([0,27]) c’est immédiat car le terme général d’'une série convergente
(identité de Parseval) tend vers zéro quand n — oo sinon L2, ([0,27]) est dense
dans L} ([0,27]) et si f € L' il existe g € L? telle que ||f — g|}1 < e.

len (D] < len(f) = en(@)] + lenlg)l < (I = glli + len(9)]

et ¢, (f) tend bien vers zéro quand |n| tend vers I'infini.
Remarque.
Ce résultat peut étre démontré pour un intervalle [a, b] quelconque.
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Théoreme 2.18 (Critére de Dini) Si f € L. ([-7,7]) , A € R, f 2=-
périodique et si

dt < +o00

/7r |f(x+41t) + f(x —t) — 24]
0 t

la série de Fourier de f converge en x et lim, o Sn(f)(z) = A

On peut remarquer que

. . . gl — @CNTDTGin(ON 4 1)t/2
Dn(t) = —2iNz 1 i . 2iNz — —2iNx ' —
Nt =e (L4eTd-+et) =e 1—ex sin(t/2)

(z # omod 27)
de plus [T Dy (t)dt = 2w et [ Dy(t)dt = m cette derniere valeur étant obtenue
par parité de Dy.

1 (™ fle+t)+ fla—t)—2A ¢t )

S :U—Az—/ sin((N + 1/2)t)dt
(@ A= | t a7 S+ 172)0)
ceci tend vers zéro d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue car les deux pre-
miers termes de U'intégrale sont intégrables (le premier d’apres 'hypotheése) et

le troisiéme est la partie imaginaire de e!(V+1/2)t,

Théoreme 2.19 (Théoréme de Dirichlet) Soit f une fonction 2w-périodique
et intégrable sur [0, 2] admettant une limite a gauche et a droite en z € [0, 27|
et dérivable a gauche et a droite en ce point. La série de Fourier de f converge
en x vers la demi-somme des limites des limites a gauche et a droite.

i Sw()(@) — FED @),

N—oo 2

Ceci est une conséquence immédiate du critere de Dini avec

A= (f(z+) + f(2—))/2 de plus

L Ml e =0 = ) = o)

est intégrablesur [0, 7], f étant dérivable a gauche et a droite de z.

Remarque.

Si les conditions du théoreme sont vérifiées et si f est continue en x la série de
Fourier de f converge alors vers f(x) en x.

2.7 Opérateur linéaire sur un espace de Hilbert

Un opérateur linéaire sur E est une application linéaire de E dans F, sauf
mention contraire ils seront continus.

Théoreme 2.20 Une forme sesquilinéaire est continue sur E X E si et seule-
ment si
IM e R* ,V(z,y) € ExXE, |f(z,y)| < M||z||[]y]l-
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Démonstration
Supposons f continue, la continuité en 0 se traduit par

da,be Ry, ll] <a, |lyll <0 = [f(z,y)] <1

Par homogénéité on a

1
Vo,y € B |f (@ y)l < —llzlllyll-
Réciproquement, si la condition est vérifiée on a x,y,&,n € K

[f(@+&y+n) = fay)] < My +all + [l []z]]) -

Ceci montre la continuité de f.

Théoreme 2.21 — Si u est un opérateur linéaire sur F,
Ou : (z,y) = (uz|y) définit une forme sesquilinéaire continue sur E X E
telle que ||¢ul] = |[u]l.
— Réciproquement si ¢ est une forme sesquilinéaire continue sur £ X E il
existe u € L(E) tel que ¢ = ¢y,.
Remarque. On définit

o(x,y
ol = sup Hap)
2£0,y£0 e

et donc

[o(z, y)| < Il ][] |]yl]
et le M du théoréme est tel que M > ||¢]|.

Démonstration
La sesquilinéarité de ¢, est immédiate. L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

[ (uzly)| < [luz][ [yl < llull 2|yl = l|oull < [[ull-
En prenant y = ux on obtient
luz|? = ¢u(z, uz) < ||dull 2| |luz]] = |luz]] < [|¢ul| |zl = [Jull < |gull

ces deux inégalités permettant d’écrire ||@y|| = ||ul]-

Réciproquement soit ¢ une forme sesquilinéaire continue sur E x E. L’applica-
tion g : y — ¢(z,y) est linéaire continue (car |g(y)| < (||ol| ||x]])||y]|). D apres
le théoreme 2.9 il existe v € E tel que g(y) = (y|v) pour tout y € E, ou encore
(vly) = ¢(z,y). Posons v = uz, on vérifie que u(Ax + py) = \u(z) + pu(y) si
z,y € B, A\ u €, u est donc linéaire.

[uzl|* = ¢(a, uz) < [|g]] ||zl |[uz]] = [Juz]] < [|g]| |2

I’application linéaire u est donc continue.
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Théoreme 2.22 A tout opérateur u € L(E) (opérateur linéaire continu sur
E) il existe un élément unique u* € L(E) tel que

Va,y € B, (uzly) = (z]u’y).
u* est appelé opérateur adjoint de u.

Démonstration

Posons ¢(y, z) = (y|ux). C’est une forme sesquilinéaire continue de norme ||ul|,
d’apres le théoreme précédent il existe u* € L(E) tel que ¥ = ¢y : (y,x) —
(u*y|z), d’ou

V(z,y) € ExE, (zlu’y) = (uzly) et ||pu-[| = [[u"[| = [[¢]] = [u]]

d’ot [|u*[| = [ul].

Propriétés.
1) v =u
2) (uwv)* =v*u*
3) (] = [l ) ,
4) Jww*|| = |[u*ul| = [Jul|* = [Ju~|]*.
5) (Au)* = Au*.
6) (u+v)" =u"+0v".

7) Si u est inversible, u*est inversible et (u*)~! = (u~1)*.
1,2,3,5,6 sont immédiats, 4 sera montré plus loin. Montrons 7. Posons v = u™".

wo = vu = I = v*u* = u*v* = I = u* est inversible et (u*)™' = (u™1)*.

Définition 2.8 — u € L(FE) est normal si u*u = uu*.
— u est unitaire si uwru = uut = 1.
— u est autoadjoint ou hermitien si u = u*.

Exemple.
E = Li(X), u:FE — E f— hf ou h est mesurable bornée.

/ (hf)gdp = / Fhgdu = u*(g) = hy
X X

donc uu* = u*u,u est donc un opérateur normal. Si h est rélle u est autoadjoint.
Remarque.

Si u est autoadjoint ¢, : (z,y) — (uz|y) est sesquilinéaire hermitienne (la
réciproque est vraie), c’est pourquoi on dit aussi que u est hermitien.

Théoreme 2.23 —

1
sllull < sup f(uzlz)] < full.
llz]]<1

— siu est hermitien |[u|| = supjjy <1 |(uz|z)|.
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Démonstration

lull = l|¢ull = llull = sup [juzl[= — sup  [(uzly)| = sup [(uz|z)|
llz[|<1 ll=l|<1, [lyl|<1 ll=f|<1
Posons a = sup|, <1 [(uz|z)], on a Vo € E , |(uz|z)| < allz||? ||ul| =

SUD)|g/|<1,||yl|<1 | (uz|y)], en utilisant 2.1 pour la forme sesquilinéaire ¢, on ob-
tient

1 . .
lull < 5 (alle + 9> + allz = I + alle +iyl]* + allx — iy| )

«
= 2 (20l + 11P) + 2 + yIP)) < 20

on a donc (1/2)]|ul| < supj,<1 [(uz|z)|.
Supposons u hermitienne. Pour z € ¢

2= sup [R(2)| = [lull=  suwp )= swp [R((ualy))
0<6<2m [lz][<1,|ly[|<1 [lz]|<1,[ly[]<1,0<0<2m

1
= s R@EI < sup (alld + gl +alle — y?)
[l2'[|<1,]lylI<1 12/ ||<1,]lyll<1

(0%
gzl sup — (2(/J2"[* + [lyl*)) = &

|2/]|<1, ||yl <1
on a donc |[ul| < « et finalement [[ul| = sup|y <1 [(uz|z).
Corollaire 2.23.1 Siu € L(E) u*u est autoadjoint et ||u*u|| = ||u||?.
Démonstration

(u*u)* = u*u, il est donc bien autoadjoint.

lw*ul| = sup |(u*uz|z)| = sup (uzluz) = sup |luz||* = ||ul[*.
ll=|<1 [lz]]<1 l|lzf|<1

La propriété 4 est donc démontrée.

2.8 Eléments propres d’un opérateur hermitien

Si A € €, Ex(u) = ker(u — AI) = {z € E|luz = Az} est le sous espace
propre pour la valeur propre A si E)(u) n’est pas réduit au vecteur nul. Dans
ce cas un élément x € F)(u) est appelé vecteur propre associé a u (si ux = Az
alors |A| < ||ul|). En dimension finie ’ensemble A des valeurs propres de u est
constitué des racines de dét(u— AI), il est non vide (le corps est €) mais E n’est
somme des E)(u) que si u est diagonalisable.

En dimension infinie plus rien de cela ne subsiste, A peut étre infini

(i);e v — (Nizi);c v de 1% dans lui méme sup |A;| < +o0
icIN

admet tous les \; comme valeurs propres, mais A peut étre vide

E=1I2([0,1]), w: f — hf h mesurable bornée (u — XI)f =0 < hf = \f
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ceci signifie f = 0 p.p. dans K = {z € [0,1]|h(z) # A}, si K est négligeable
f =0pp. orsih(z) = {z € [0,1]h(z) = A} est 0 si A & [0,1] et {\} si
A € [0,1], u n’a donc pas de valeur propre.

Théoreme 2.24 Les valeurs propres d’un opérateur hermitien sont réelles et
les sous espaces propres son deux & deur othogonaur.

Démonstration

Si ux = Az (ux|z) = \||z||? = (z|uz) € R= ) € IR.

Soient z et y deux vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres
distinctes A et p.

Azly) = (Azly) = (uzly) = (zluy) = p(zly) dou (z]y) =0

. On va terminer en montrant que sous certaines un opérateur hermitien est
diagonalisable.

Définition 2.9 L’opérateur u sur E est dit compact si u(B) est compacte, ot
B est la boule unité fermée de E. Il revient au méme de dire que pour toute suite
(x,) bornée, on peut extraire une sous suite (xy, )telle que (u(zxy,)) converge.

Théoreme 2.25 Soit u un opérateur hermitien compact sur E. Pour X # 0
Ex(u) est de dimension finie. L’ensemble A des valeurs propres de u est finie
ou peut étre rangé en une suite tendant vers zéro. De plus E est [’adhérence du
sous espace engendré par tous les Ex(u) , X € A.

Démonstration

Si A est infini, soit § > 0. Supposons qu’il existe une infinité de valeurs propres
telles que [A| > 6 (0 < A < ||uf|), il existe donc une suite de ces valeurs propres
convergeant vers convergeant vers A # 0 car la couronne {z € €] < |z| < ||ul]
est compacte dans €'.. Soit x,, un vecteur propre associé a la valeur propre A,
les x, son linéairement indépendants, on appelle F,, le sous espace engendré
par xo,x1, -+, Tn. On a u(E,) C Ey et (u—AN1)E, C En—1n > 1, E,_;
étant sous espace strict de E,, il existe y, € En , yn L En_1, ||yn|] = 1.

Yn 1 1
n n
u étant compact on peut extraire une sous suite pour laquelle la suite (u(yn/An))
converge. Ceci est contradictoire car

n m 1 m
n<m, a3 = u(3) = go+ (= Dy — u(32)

An Am n m

€Fn-1

cet élément est donc de norme > 1 et ceci démontre que pour § > 0 il y a un
nombre fini de valeurs propres de module > A.

L’ensemble des valeurs s’il est infini est donc dénombrable car réunion dénombrable
d’ensembles finis et de plus d’apres ce qui précede A = (\,) peut étre rangé
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en une suite tendant vers zéro. Si F)(u) était de dimension infinie, on pour-
rait choisir un systeéme orthonormé dénombrable (e,), .y dans Ej(u), mais
u(en) = Aep et |len — em|| = V/2, ceci contredit la compacité de u, Ey(u) est
donc de dimension finie. Montrons qu’il existe une valeur propre A telle que
Al = [ul]-

D’apres le théoreme 2.23 il existe une suite (x,) d’éléments de E telle que

Timn_ [(uzafoa)] = |Jul
il existe une sous suite de (x,) telle que (uxy|z,) converge vers a = ||ul| ou

—||ul| car (uxy|zy) € IR, u étant hermitien.
0 < ||uxy, — azy|| — HuwnH2 — 2a(uxy|zy,) + a2Han2 —m—soo 0

u étant compact il existe une sous suite de (z,) convergeant vers un élément
y € E et ceci entraine pour cette méme sous suite lim, . oz, = ¥y, si u # 0
a# 0 et limy, o0, = y/a = x et ux = ax, a est donc valeur propre pour wu.
Soit F' = UpeaEy et H = F+. H est u-invariant (u(E) C E) et uy est un
opérateur hermitien compact sans valeur propre, d’apres ce qui précede ceci
n’est possible que si H = {0}, on adonc E=F & H = F.

Apres avoir choisi un systéme orthonormé dans chaque Ey(u) on obtient par
leur réunion un systeéme orthonormé complet dans E constitué de vecteurs de
u et quel que soit § > 0 il y a un nombre fini de \,,, valeurs propres de u, de
module supérieur ou égal a 9.

2.9 Exercices

Exercice 1

Soit (F}),,c pv une suite croissante de convexes fermés d'un espace de Hilbert
E

)

F = UnGﬂVFn

a étant un point de E on appelle anet a les projections orthogonales de a sur
F,, et F respectivement.

1) Montrer que la suite (dy), .y définie par d, = |la — ayl| est une suite
convergente dans IR.

2) En utilisant 'identite de la mediane, montrer que la suite (ay), . pyv est une
suite de cauchy de FE.

3) Montrer que la suite (ay),, o pv converge vers a.

Exercice 2

1) Soit V un sous espace fermé de l'espace de Hilbert E. Montrer que P‘% =
Py et que Py = Py.
2) Montrer réciproquement que si 7' € L(E) vérifie T? = T et T* = T, T est
Popérateur de projection sur V', sous espace vectoriel fermé engendré par T'(E).
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Exercice 3

Soient x1,x2,- -, 2y n points d'un espace de Hilbert F. Le déterminant de
Gram de ces n points est défini par

G(xy, w2, -, 2p) = ‘($i|xj)‘1§i§n,1§j§n

1) Montrer que G(x1,x2, -, x,) > 0 et que G(x1,x2,-+,2,) > 0 équivaut a
dire que les z; sont linéairement indépendants. (Utiliser une base orthonormée
dans le sous espace vectoriel engendré par les x;).

2) Montrer que si les z; sont linéairement indépendants et si L est le sous espace
engendré par ces vecteurs, on a

dQ(I',F) _ G(fI,',[El,.’EQ, e 7':(;77,)

G(.lel,l'g, e 7xn) .

Exercice 4
Calculer

1
min/ (23 — a — bx — cx?)?dz.

ab,c J_1

Exercice 5
1) Soit E un espace de Hilbert et M un sous espace vectoriel fermé de E.
zo € F, montrer que

min (|| — || |z € M) = max (|(zoly)| [y € M*,[[yl] = 1).

2) Calculer

1 <
mgax/ 3g(z)droig: R — IR
-1

vérifie

Exercice 6

Calculer

T s 2
min/ (x° —a —br — cx®)e” Ydx.
a,b,c Jo

Exercice 7

On appelle E V'espace de Hilbert constitué par les fonctions mesurables a
valeurs dans IR vérifiant :
“+oo
0

IE = (I = [ (et < +oc.
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Le produit scalaire associé est défini par
“+oo

(flg) = ; F(t)g(t)e tdt.

Le résultat suivant pourra étre utilisé sans démonstration

+0o0
/ 2"e Fdr =n!, n e IN*.
0

1) On considere la suite

1 xT dn —x, .n
Ly(x) = € dJT”(e x")
a) Vérifier, en utilisant la formule de Leibnitz que Ly (z) est un polynome de
degré n.
b) Montrer que si f,, est la fonction x — 2™ on a

Vk € {0,1,--,n—1} (fslLn) =0 et (fu|Ln) = (~1)"n!

NB : Il pourra étre utile de remarquer que x — d(ili (e~*x™) s’annule en 0 si
i <n (justifiez le).
c¢) Déterminer le coefficient de z™ dans Ly(z) et en déduire que (Ly), . pv est
un systéeme orthonormal de E.
2) a) Montrer que VA > 0 la fonction uy : z — e~ ** appartient & E.
b) Montrer que

ATL

+o0
(ux|Ln) = ﬁ/ e~ AT gy —
n: Jo

A
()\ + 1)n+1

et calculer

> l(alLa)?
n=0

Comparer ce dernier résultat avec ||uy||?.

3) Déterminer Lg, L1, Ly. On appelle F' le sous espace vectoriel engendré par
ces polynomes, déterminer Pr(f3), projection orthogonale de f3 : x — 3 sur
F.

Exercice 8

On appelle H 'espace de Hilbert des fonctions mesurables f de IR dans €
telles que

+00 9
/ F(5)2edt < oo

—00

muni du produit scalaire

(flg) = / o Ft)g(t)e at

—00
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1) On définit
ol

Hy(a) = (~1)"e” —— (™).

Déterminer Hy, Hy, Ho, Hs.
2) Déterminer une relation entre H,,, H),, H, 1. Démontrer par récurrence que
H,, est un polynome de degré n pour tout n € INV. Quel est le coefficient de
degré n de H,, ?
3) On appelle f; la fonction monome z — x*. Montrer, en effectuant n intégrations
par parties, que

0 st k<n

(filHn) :{ nly/m si k=n

4) Déterminer a, b, c pour que 'intégrale

oo s 2 2 —a?

I(a,b,c):/ (x° —ax® —bxr — c)%e” ¥ dx
—00

soit minimale.

5) On appelle (P,),, . pv la famille orthonormée construite a partir de la famille

(fn)pe v (question 3) par la méthode de Gram-Schmidt. Montrer qu'il existe un

scalaire a tel que P,, = aH,, (on pourra écrire P,, comme combinaison linéaire

de H(),Hl, s ,Hn)

Exercice 9

On appelle H 'espace complexe des fonctions f de IR dans €' telles que

+o0o 9
/ £ (6)2edt < oo

—00

muni du produit scalaire

(flg) = / o Ft)gt)e " dt

—0o0
On appelle (P,) la suite orthonormée ou P, est un polynome réel de degré
n, dont le coefficient du terme de plus haut degré est positif. (c’est la suite
obtenue par la méthode de Gram-Schmidt a partir de la base canonique de
IR[X] ). Expliciter Py et P;.
1) Soit Qp+1 un polynome de degré n+ 1, montrer que 'on peut le mettre sous

la forme
n+1

Qni1 =Y arby
k=0
En déduire qu’il existe des constantes «,,, Bn,Vn telles que
Vi€ IR, tP,(t) = anPri1(t) + BnPo(t) + ynPn-1(t)

2) Montrer que 3, = 0 On admettra que «, = \/"TH et que v, = ap_1.
Expliciter les polynomes Ps et Ps.
3) Déterminer a, b, c pour que 'intégrale

+o0 2
I(a,b,c) = / <t3 — (at® + bt + c)) e Pt

oo
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soit minimale. Calculer alors la valeur de cette intégrale.

Exercice 10

On considere un réel o > —%. Toutes les fonctions considérées sont a valeurs
dans €. On pose X = [—1,1] et on note dx la mesure de Lebesgue sur X.
La fonction p définie sur | — 1, 1[ par p(z) = (1 — z)* est intégrable sur X et
on définit la mesure p sur X par du(x) = p(x)dzx, c’est la mesure de base ou de
densité p par rapport a la mesure de Lebesgue. Pour s € IN on désigne par z°
la fonction z — x® sur X.
On notera E l'espace de Hilbert L?(X, u) pour le produit scalaire

(o) = [ @i@anta) = [ 5@apta)da

de norme associée ||f|| = \/ﬁl |f(x)]2p(x)dx
1) On définit une suite (P,) de polynomes sur X par

mn

P(](ZL‘) =1let Pn(x) = 2”(@ n g;l)n(a T n) (1_'%2)—04627” ((1 — :L'Q)OH-H) sin>0

Montrer que

a) P, est un polynome de degré n a coefficients réels.

b) P,(1) = 1.

¢) (z°|P,) =0pour 0 < s<mn-—1.

2) En déduire que P, est une famille orthogonale de E. On admettra que c’est
une base Hilbertienne de E.

3) Pour f € E et n € IN on pose f(n) = (f|P,). Montrer que

|f(n)”

= fP
2P <

et que la série

)

oo
(n)
P,
nz:% 1Pl "
converge vers f dans (E, ||.||).

Exercice 11

Soit E un espace de Hilbert et A\ un réel strictement positif.
1)Soit z € E, on pose

F(y) = lyl* + Ally —2|*, y € E

Montrer en utilisant le théoreme de la médiane que

y+z 1 1
Slly = 2+ A lly — 2IP

Fly)+F(z) - 2P(1 %) =

30



2) On pose m(x) = infycp F(y).

a) En utilisant la question précédente, montrer qu’il existe au plus un point
y € E tel que F(y) = m(x).

b) Soit (y,) une suite de points de E tels que lim,,_ o0 F(yn) = m(z). (L'exis-
tence de cette suite résulte de la définition de la borne inférieure). Montrer que
(yn) est une suite de Cauchy et que si y est sa limite F'(y) = m(z). On notera
y = u(z) ce point, on a donc F(u(x)) = m(x).

3) En utilisant I'inégalité F'(u(x) + ty) > F(u(z)) vérifiée pour tout y € E et
tout t € IR montrer que

Re ((u(z)|y) + Mu(xz) — z|y)) = 0, en déduire en remplacant y par iy

Im ((u(z)]y) + Au(z) — z[y)) = 0 puis que (u(z)[y) = (z]y)

1+ A

4) Déduire de la question précédente que u est linéaire, continue (on trouvera
une majoration de ||u|| en faisant y = u(z) ) et que

Va,y € E (u()]y) = (z|u(y))

Exercice 12

On appelle p la mesure de densité f(z) = % par rapport a la mesure de
Lebesgue sur J0,1] et E est I'espace de Hilbert réel LZ(]0,1]), c’est & dire E =
{7 90,1] = BIJg |F @)% < +oo}.

1) Montrer que tout polynome P tel que P(0) = 0 est élément de E.

2) Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt , appliqué a la suite x”
fournit les polynomes Py, Po, Ps,---, Py, - - - obtenus de la fagon suivante

a) Py est de degré k et le coefficient de z* est 1 .

b) (P;|Pj) =0 pour i # j .

Montrer que (P,|P,) = (P,|z") Calculer explicitement P;, Py, Ps .

3) Calculer ||P1]| et || P -

4) On considere I(a,b) = ||\/r — aP; — bP,||. Déterminer les nombres réels « et
B tels que I(«, B) = inf e IR I(a,b)=1.

5) Calculer la valeur de I .

Exercice 13

On considere un nombre réel tel que 0 < a < 1.
1) Calculer les sommes

o0 o
Si(z) = Z a"e™ et Sy(z) = Z ame” e
n=0 n=1

En déduire le développement en série de Fourier de f(z) = S1(z) + S2(x)
2) En déduire la valeur de l'intégrale

I _/2” cos nt
" Jo 1=2acost+ a?
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Exercice 14
1) Développer en série de Fourier sur 'intervalle [-1,1] la fonction f définie
par
—1—zs1t —1<2x2<0
f(ac)—{ l-zsi0<z<1
2) En déduire la valeur des sommes

M= T

n=1 n=1

Exercice 15

On considere la fonction impaire et 2r—périodique f définie par f(z) =
z(m — ) pour x € [0, 7]. Montrer que

8 o= sin(2p + 1)z
Ve e (0,n] a(r—2) ==Y — i
T 2p+1)°

En déduire les valeurs de

2oy ir ! L@y

p=0 0
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Exercice 16

1) On considere

n+p sin kﬂ? n+l
Snp(T) = Z - et Vpi(z) = Z sin kz
k=n k=n

Montrer que

1 |an|
Vo b V@)l < ey et 1Snal@)l < rae oy

En déduire que la série > >

> % converge uniformément sur tout intervalle
2km+e€2k+1)T—€efoul<e<m
2) Montrer que la série
o
COS N
S(z) =2,

2
n=1 n
est continue sur IR et dérivable sur IR — 277

3) on choisit 0 < a < 7 et on considere la fonction 2w —périodique

f(x) _ 1 st —a<zx<a
0 si x€[-m —alJla,n]
Déterminer la série de Fourier de f et monter que Vx €]0,27[ 8'(z) = § — 5

Montrer que [y S(z)dz = 0 en déduire S(z) et Y02,

Exercice 17

L’espace Hilbertien E est ’ensemble des fonctions mesurables sur IR™ telles
que |f|? soit intégrable pour la mesure de Lebesgue.

1) On définit Popérateur u sur E par

uf(x) = fX[a,—i—oo[(x) , f€FE, a>0
Montrer que u est une projection.

2) On définit 'opérateur V' sur E par

Vf(.’L') = f(l' - a)X[a,—i—oo[(x)? f €EF,a>0
Montrer que V est une isométrie.

3) Déterminer V* adjoint de V et calculer V*V.

4) Soit W = VV*. Déterminer W?2. Calculer W f pour f € E.
Exercice 18

vérifiant

E =107 A= (én),ev+ base Hilbertienne canonique de E. On définit
lopérateur u sur E par ue, = Apen, n € IN* ou ()‘")neN est une suite

Vn € IN*, A\, #a, lim \, =a
n—roo
Déterminer les valeurs propres de wu.
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Exercice 19

1) E = L%([0,1]), K fonction continue sur [0,1] x [0,1], pour f € E on
définit .
uf(e) = [ K@yl

Montrer que u est un opérateur Hermitien sur E et que sa norme est majorée

par
\/// K (2, y)|* dedy
[0,1]x[0,1]

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres associés dans les deux cas

suivants.

a) K(z,y) = zy.
b) K(z,y) = e*TV.
2) Résoudre dans les deux cas précédents I’équation intégrale

uf(z) = Af(x) = g(x)

a) g(xr) =3z — 2.
b) g(x) = x.

Exercice 20

Soit E l'espace de Hilbert des fonctions réelles de carré intégrable. Soit A
Popérateur défini sur E par

21
Ax(t) = /0 2(s) cos(t — s)ds

1) Montrer que A est Hermitien.

2) Donner 'expression de la série de fourier de Ax en fonction de celle de x.
3) Calculer ||A][*.

4) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
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Deuxieme partie

PROBABILITES
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Chapitre 3

NOTIONS
FONDAMENTALES

3.1 Ensemble fondamental. Evénements.

3.1.1 Exemples

Exemple 1

On lance un dé a 6 faces numérotées de 1 a 6. On cherche a décrire cette
expérience aléatoire, c’est a dire due au hasard. Chaque réalisation possible
sera notée sous forme de singleton, {1}, {2}, -- -, {6}. L’ensemble des réalisations
sera notée 2 = {1,2,3,4,5,6} et appelé ensemble des états ou ensemble fonda-
mental. Un observateur peut s’intéresser a un aspect partiel de ’expérience, par
exemple au cas ou le nombre qui sort est pair. On dira que I’événement “nombre
pair” est réalisé si le nombre obtenu est élément du sous ensemble {2,4,6}. Les
évenements seront décrits par des sous ensembles de €2. Les réalisations seront
appelées éveénements élémentaires ou éventualitées.

Exemple 2
On lance 2 pieces de monnaie, les éventualités pourront étre notées (P, P), (P, F), (F, P), (F, F)
si les 2 pieces peuvent étre distinguées. L’événement “On obtient au moins un
pile” sera représenté par le sous ensemble {(P, F'), (F, P), (P, P)}.

Exemple 3
On lance une piece de monnaie et on s’arréte lorsqu’on obtient pile pour la
premiere fois. On peut choisir
Q={P,FP,FFP,---,FF---FP,---}
c’est un ensemble infini. [’événement “on a joué au plus 3 fois” s’écrit
{P,FP,FFP}.

Exemple 4
La physique conduit a considérer dans certains cas le déplacement d’une par-
ticule comme un phénomene aléatoire. Si le déplacement se fait dans le plan,
I’ensemble ) des positions possibles de la particule pourra étre le plan ou une
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partie de celui-ci. Les éveénements seront des parties du plan, mais pour des
raisons mathématiques il s’agira d’un sous ensemble strict de I’ensemble des
parties du plan. L’ensemble des événements sera une tribu de parties de IR?,
par exemple B (]Rz) qui est la tribu borélienne de IR? ou encore la plus petite
tribu contenant les ouverts de IR?.

3.1.2 Définition

Définition 3.1 Le couple (2,E) constitué par un ensemble Q et une tribu de
parties £ de § est appelé espace probabilisable. Les éléments de 0 sont ap-
pelés éventualités ou événements élémentaires. Les éléments de € sont appelés
événements.

3.2 Probabilité. Espace Probabilisé

3.2.1 Définition

Définition 3.2 Une probabilité P sur un espace probalisable (Q,E) est une
mesure sur cet espace (qui est mesurable) telle que P(2) = 1.

Exemples

L’ensemble ) est fini ou infini dénombrable.

Dans ce cas on choisit en général £ = P(Q2). Une probabilité sur Q est définie
par la donnée d’une famille

{P(z) = ag,z € Q} de nombres réels vérifiant la condition

2req Oz = 1.

Dans le cas particulier ou €2 est fini on appelle probalité uniforme sur €2 la pro-
babilité correspondant a a, = 1/CardQ.

Pour A C Q,P(A) = CardA/CardSQ. cette probabilité correspond au tirage
d’un point au hasard dans Q.

Exemple

On lance n fois une piece équilibrée. On prend

Q={P,F}", a,=1/2" L’évenement A="0On obtient 3 piles en n lancers “ a
pour probabilité P(A) = C2/2" pour n > 3.

L’ensemble (2, ) est (IR, B(IR))

On considere une fonction mesurable positive h vérifiant [*2° h(x)dz = 1. Pour
tout élément A € B(IR) on définit une probabilité par P(A) = [, h(z)dx.

3.2.2 Propriétés des probabilités

VAeEPA)=1-P(A).
P(0) =0.
VA, Be £ AC B= P(A) < P(B).
VA,B €& P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Pour démontrer ce dernier résultat il suffit d’écrire
AUB=(A—ANB)U(ANB)U (B — AN B) et de remarquer que si
D,C € £,C C D on a P(C—- D) = P(C)— P(D). Ce résultat admet la

généralisation suivante, dont la démonstration se fait par récurrence.
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Théoreme 3.1 Pour n événements A, Ag,---, A, on a
n
P(A1UA U~ UA,) =D (~1)F sk
k=1

avec
Sk="" > PA,NA,N-NA;)
1<y <ig<-<in,

Exemple.
On dispose de 2 jeux de 52 cartes et on tire une carte de chaque jeu. Quelle est
la probabilité d’avoir tiré au moins un roi?

On choisit Q = {(a, b)|a cartedupremierjeu, b cartedudeuxiemejeu},
& =P(Q) et P = probabilité uniforme sur €.

Premiere méthode
Définissons les évenements suivants :

A1 = “On tire un roi du premier jeu et une carte autre qu'un roi du deuxieme
jeu”.

Ao = “On tire un roi du deuxieme jeu et une carte autre qu’un roi du premier
jeu”.

Az = “On tire un roi du premier jeu et un roi du deuxieme jeu”.

P(Ay) = P(As) = (4.48)/522 = 192/2704 P(A3) = 16/2704. A = “au
moins un roi” = A; U Ay U Az, ces 3 évenements étant 2 a 2 disjoints on a
P(A) =400/2704.

Deuxiéme méthode

P(A) = P( “aucun roi”)=482/2704 = 2304,/2704

P(A) = 1 — P(A) = 400/2704.

3.3 Probabilité conditionnelle.

3.3.1 Exemple.

Une entreprise achete 1000 pieces détachées a un fournisseur A; dont 5
pour cent sont défectueuses et 4000 a un fournisseur As dont 3 pour cent sont
défectueuses. Une piéce choisise au hasard est défectueuse, quelle est la proba-
bilité qu’elle provienne du fournisseur A; 7

Définissons les éveénements suivants :

Q) = “ensemble des pieces détachées”.
D = “ensemble des pieces défectueuses”.
A; = “ensemble des pieces provenant du fournisseur A;, i = 1, 2.

L’ensemble D devient ’éveénement certain.
Card D = 0,05.1000 + 0,03.4000 = 170. A; contenant 50 pieces défectueuses,
la probabilité cherchée est
50/170 = 22500 — p(4, N D)/P(D)
— 170/5000 — 1 :
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3.3.2 Définition.

Définition 3.3 Soit (Q2,&, P) un espace probabilisé et A un événement de pro-
babilité non nulle, F' € £, on appelle probabilité conditionnellede F par rapport
a A ou probabilité conditionnelle de F' sachant A le nombre

P(FNA)

P(FI4) = =51

Conséquence. Sous les hypotheses précédentes on a P(FNA) = P(F|A)P(A).
Ce résultat peut étre généralisé par récurrence a n évenements Aq, Ao, ---, Ay.

P(Al NAsN---N An) = P(Al)P(A2|A1) <o P(An|A1 NAsN An—l)-

Exemples.

On tire successivement et sans remise 3 cartes d’un jeu de 52 cartes. Quelle est
la probabilité d’avoir tiré 3 rois?

Posons A; = “on tire un roi au iéme tirage”, i = 1,2, 3.

La probabilité cherchée est

P(Al NAsN A3) = P(Al)P(AQIAl)P(AglAl N Ag) = 4/523/512/50

On considere la composition en garcons et filles d’une famille de 2 enfants.
Un ensemble fondamental est
Q= {(G,G),(G,F),(F,G),(F,F)}. Calculons la probabilité des évenements

suivants :

H = “la famille a un garcon”.
A = “I’ainé est un garcon”.
B = “les 2 enfants sont des garcons”.
P(BNH) P(BNA)
P(BIH)=————==1/3, P(B|A) = ———— =1/2.

Cet exemple montre I'importance de bien poser le probleme et de se méfier de
I'intuition dans les calculs de probabilité conditionnelle.

3.3.3 Théoréeme de Bayes

Théoreme 3.2 On considére (Ay, Az, -+, An) n événements constituant une
partition de Q tels que P(A;) >0, ¢ =1,2,---,n. Pour tout événement A on

a
n

P(A) =) P(A|A;))P(A;) et si P(A)#0
=1

P(A]A;)P(4;)

im1 P(A[A;)P(A;)

P(4;|A) =

Ce résultat est immédiat en remarquant que

A=U" (AN A;) et que ces évenements sont deux & deux disjoints.

Exemple.

Une urne A; contient 70 pour cent de boules blanches et une urne Ay 80 pour
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cent de boules blanches. L’urne Ay contient trois fois plus de boules que I'urne
As. On mélange les contenus de A; et de As et on choisit une boule au hasard,
elle est blanche, quelle est la probabilité qu’elle provienne de Aq ?

P(B|A1)P(Ay) _ 0,7.0,75
(B|A1)P(Ay) + P(B|A2)P(A3) — 0,7.0,75+0,8.0,25

P(A1|B) = 5 = 21/29.

3.3.4 Evenements indépendants.

Définition 3.4 Soit (2, &, P) un espace probabilisé et A, B € £. Ces 2 événements
sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

Conséquence.

Dans le cas ou ces probabilités sont définies on a P(A|B) = P(A), P(B|A) =
P(A) quand A et B sont indépendants. Autrement dit la réalisation de 1'un des
évenements n’influe pas sur la probabilité qu’a ’autre de se réaliser.

Définition 3.5 Deux tribus A et B, sous ensembles de £, sont indépendantes
St

VAe A, VB € BP(ANDB) = P(A)P(B)

Théoreme 3.3 L’indépendance des événements A et B entraine l'indépendance
de A et B, de A et B, de A et B, c’est & dire des tribus
A={0,A,A,Q} et B=1{0, B, B,Q} engendrées par A et B respectivement.

Montrons l'indépendance de A et B, les autres cas se traitant de la méme
maniere.

(AUA)NB=(ANnB)U(ANB) = B.

P(B)=P(ANB)+ P(ANB).

P(ANB)=P(B) - P(AN B) = p(B) — p(A)P(B).

P(ANB)=P(B)(1 - P(A)) = P(B)P(A).

Définition 3.6 Les événements Ay, As,---, A, sont indépendants si les tribus
engendrées respectivement par A1, As, - -+, A, sont indépendantes. Il revient au
méme de dire

k
Vke{1,2,---,n}, P(A;, NA;, N---NA;,) =[] P(4;)
j=1

pour toute suite 1 < i1 <9 < -+ < i <N
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Chapitre 4

VARIABLES ALEATOIRES
DISCRETES

4.1 Loi de probabilité.

4.1.1 Mesure image et mesure définie par une densité
Mesure image.

Définition 4.1 On considére un espace mesuré (X, A, u) et un espace me-
surable (Y,B), h étant une application mesurable de X wvers Y, on appelle

mesure image de p par h la mesure notée v = h(u) définie sur (Y,B) par
v(B) = u(h~\(B)), B € B.

Théoreme 4.1 Pour toute fonction f positive et v-mesurable sur'Y on a

[ sav= [ (rond

Démonstration

Le théoreme est vrai pour les fonctions indicatrices d’ensembles xp avec B € B,
donc également pour toute fonction étagée, puis pour pour toute fonction mesu-
rable positive en utilisant une suite croissante de fonctions étagées convergeant
vers cette fonction.

Corollaire 4.1.1 Une fonction f réelle ou complexe B-mesurable sur Y est
v-intégrable si et seulement si f o h est p-intégrable et dans ce cas

/dey:/x(foh)d,u.

Démonstration

Le résultat est vrai pour les fonctions positives d’apres le théoreme précédent,
si f est & valeurs dans IR on applique le résultat & f™ et £, si f est a valeurs
dans € on utilise Ref et Imf.
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Mesures de base donnée

Définition 4.2 Soit (X, A, 1) un espace mesuré et g une fonction mesurable
positive sur X. On appelle mesure de base (ou de poids) g par rapport a la
mesure 1, la fonction d’ensembles définie sur A par v(E) = [pgdp , E € A.

La fonction v est bien une mesure car si les ensembles mesurables A,, sont deux
a deux disjoints on obtient

V(UnEy) = /(XunEn)gdu = / (Zn: XEn> gdp = Zn: /En gdp = Zn: v(En)

L’avant derniere égalité est une conséquence du théoreme de Beppo-Levi. La
mesure v est notée v = gpu.

Théoreme 4.2 On a pour toute fonction mesurable positive f

[ rav= [ sodn

ou v est la mesure de base g par rapport a (.
La démonstration est similaire a celle du théoreme précédent.

Corollaire 4.2.1 La fonction f est v-intégrable si et seulement si fg est u-
intégrable et

/ fdv = / fgdu
Remarque.

Dans le cas d’un ensemble mesurable E tel que u(E) = 0 on a alors v(E) = 0.
On exprime ceci en disant que v est absolument continue par rapport a u.

4.1.2 Variable aléatoire

Définition 4.3 Soit (2, E, P) un espace probabilisé et (E,B) un espace mesu-
rable. Une application mesurable X : Q@ — E est appelée varible aléatoire. Si E
est dénombrable (en général E = Z ou E = IN) on dit que X est une variable
aléatoire discréte. Dans ce cas on prend en général B = P(E).

Notations.
ICE, X Y1) ={we QX (w) €I} est noté [X € I]
n€E, X '({n}) = {w € QX (w) = n} est noté [X = n).

4.1.3 Loi de probabilité.

Définition 4.4 La loi de probabilité de la variable aléatoire discréte X est la
mesure image de P par X. C’est une probabilité sur (E,B) notée px. L’espace
(E,B,px) est un espace probabilisé.
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Remarque.
BeB, px(B) = P(X"(B)) = P(X € B)).
Dans le cas ou B = P(E) et n € E, px({n}) est noté px(n) = P([X = n]).
Dans ce cas

Exemple.
On lance 3 dés de couleurs différentes et on appelle X le nombre de 6 obtenus.
Modélisons cette expérience.

Q=1{1,2,3,4,5,6}%, £ =P(Q), P = probabilité uniforme sur Q
X((a,b,c)) =" nombre de six parmi a,b, ¢’ , E ={0,1,2,3}, B=P(FE)
px(0) = 125/216 , px(1) = 75/216 , px(2) = 15/216 , px(3) = 1/216.

4.1.4 Fonction de répartition.

Définition 4.5 La fonction de répartition de la variable aléatoire X est la
fonction définie par Fx(x) = P([X < z]) = P({w € Q| X (w) < z}).

Propriétés.

— limy oo Fx(z) =0, limy_ 400 Fx(x) = 1.
— Fx est croissante.
— US4 [X <z —1/n]=[X < z] entraine
lim,, o Fx(z—1/n) = Fx(x), la fonction Fx est donc continue a gauche
en tout point.
— En faisant un raisonnement analogue au précédent on obtient
lim,, 0o Fx(z + 1/n) = Fx(x) + P({z}). L fonction Fx est continue a
droite en z si et seulement si P({z}) = 0.
Exercice.
Représenter graphiquement la fonction de répartition de la variable aléatoire
définie dans I'exemple précédent.

4.2 Espérance mathématique. Variance.

4.2.1 Espérance mathematique.

Définition 4.6 L’espérance mathématique de la variable aléatoire X est le
nombre E(X) = [, XdP si X est intégrable.

Conséquence.

px étant la loi image de P par X on a E(X) = [padpx(x). Si X est une
variable aléatoire discrete, a valeurs dans Z ou INon a E(X) =Y cpapx(x),
ceci correspond a la moyenne pondérée (ou barycentre) des valeurs prises par
X.
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4.2.2 Fonction génératrice.

Nous allons dans ce paragraphe introduire un outil qui facilitera le calcul de
I’espérance mathématique et de la variance pour une variable aléatoire discrete.

Définition 4.7 La variable aléatoire X étant a valeurs dans IN, la fonction
génératrice de X est la série entiére

Gx(z) = Z px (k)"

keE

le rayon de convergence de cette série est supérieur ou égal a 1 car Gx(1) = 1.

SiR>1GY(1) = Ypepkpx (k) = E(X).

Exemple.
E=IN, px(k)=¢"p, (p+q=1).

o0 B o0 B z
Gx(z) =S ¢ 'pF =p2 3 (g2)F ' = L
k=1

4.2.3 Propriétés de ’espérance mathématique.

— Si X et Y sont deux variables aléatoires on a
E(X+Y)=EX)+E(Y), E(aX)=aE(X) (a € IR)

— F et F étant Z ou IN, g : E — F une application et X une variable
aléatoire discrete on a

E(goX)=E(g9(X))=>_ g(k)px(k)
keE

Le premier résultat provient de la linéarité de l'intégrale et le deuxieme des
égalités

B(X) = [ g(x)aP = [ gla)dpx(@)

car px est la mesure image de P par X.
Exemples.

E(X") =Y rep k"px (k).

E(eX) = Yyep ¢ rx (k).

4.2.4 Variance.

Définition 4.8 Une variable aléatoire X vérifiant E(X?) < +oo on définit
la variance de X par Var(X) = E((X — E(X))?). Cette quantité mesure la
dispersion (en fait le carré de la dispersion) moyenne des valeurs de X par
rapport a l'espérance mathématique E(X). L’écart type de X est la quantité

o(X) = var(X).
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La fonction génératrice peut permettre de calculer la variance car

(1) =S pso k(k—1) = BE(X(X — 1)) = B(X?) — E(X). Ceci suppose que le
rayon de con:fergence R soit supérieur strictement a 1.

Covariance de deux variables aléatoires.

Définition 4.9 X,Y € L*(Q,€,P) = XY € LY (&, P). Ceci permet de
définir la covariance des variables aléatoires x et Y par
Cou(X,Y)=E(X - EX))(Y —E(Y))) =E(XY)-E(X)E(Y).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine
|Cov(X,Y)| < o(X)o(Y).

Définition 4.10 Le coefficient de corrélation de deux variables aléatoires X et
Y qui ne sont pas presque surement constantes est

Cov(X,Y)

XY = o(X)o(Y)

, p(X, YY) <1

Ce coeflicient mesure le degré de dépendance linéaire de X et Y.

Théoreme 4.3 On considére deux variables aléatoires X et'Y telles que
E(X?) < 400 et B(Y?) < +o0.

1. Var(X) =0« X est constante P presque surement.
2. Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y)+2Cov(X,Y).
3. p(X,Y)=F1s (3a,b,c) € R®—(0,0,0)[aX +bY +c=0 P p.s.).

4.3 Lois de probabilités discretes usuelles

4.3.1 Loi de Bernoulli.

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues, par
exemple jeu de pile ou face, tirer un roi ou une autre carte dans un jeu de
carte... Ces deux possibilités sont en général notées 0 et 1 et appelées échec ou
succes. La variable aléatoire X :  — {0,1} est appelée variable de Bernoulli.
Sa loi est définie par p = P([X =0]), ¢ =1—p = P([X = 1]). On dit que p
est le parametre associé a X.

E(X)=p, Var(X) = B(X?) - (E(X))* =p - p* = p(1 - p) = pa.

4.3.2 Loi Binomiale.

On répete n épreuves de Bernoulli indépendantes de parametre p, X est le
nombre de 1 obtenus (0 < X < n). On appelle A I’évéenement “On obtient 1 7.
La loi suivie par X est appelée loi binomiale de parametres n , p et notée

B(n,p).
L’écriture X ~ B(n,p) signifie que X suit la loi binomiale B(n,p).
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px (k) = P([X = k]) = P(“réaliser k fois A) = Ckpkqn=F
car les répétitions sont indépendantes. k € {0,1,---,n}.

Ox(2) = Xhoo ChipFq"*2F = (pz + g™
E(X)=¢x(1)=np, BE(X?) =¢(1)+ E(X) =n(n—1)p* + np ,
Var(X) = B(X?) - (B(X))? = np(1 — p) = npa.

4.3.3 Loi géométrique.

On répete une épreuve de Bernoulli, de parametre p et on s’arréte dés que
I'on obtient 1. On appelle X le nombre de répétitions nécessaires. La loi de X
est appelée loi géométrique de parametre p. Les valeurs prises par X sont les
éléments de IN*.

ke IN, px(k)=¢"'p -
car ceci revient a faire k — 1 répétitions de A la k-ieme répétitions donnant A.

On a montré dans un exemple précédent que
ox(2) =pz/(1 —qz) d’ou
P (2) =p/(1 = q2)*, ¢ (2) = 2pq/(1 — ¢z)*.
B(X)=¢x(1)=1/p, B(X?) = ¢x(1) + E(X) =2¢/p* + 1/p
Var(X) = q/p*.

4.3.4 Loi hypergéométrique.

On choisit n objets parmi N > n objets de deux types notés I et II. X
représente le nombre d’objets de type I parmi les n objets. Il existe d objets de

type L
ChCr_

px (k) on max(0,n — (N —d)) < k < min(n,d)
N

4.3.5 Loi de Poisson.

C’est une loi utile pour I’étude des phénomenes de files d’attente. L’ensemble
des valeurs prises par X est IV et

k

A
pX(k):e )\ga

bx(2) = e dott E(X) = Var(X) = A

keIN, A>0

4.4 Couple de variables aléatoires.

Les variables aléatoires discretes X et Y étant définies sur (Q,&, P) et a
valeurs dans les ensembles dénombrables E et F' respectivement, on définit
une variable aléatoire discrete Z = (X,Y) a valeurs dans E X F en posant
Z(w) = (X(w),Y(w)). On a en effet
{weQZw)=(z,y)} ={we QX (w) =z} N{w e QY (w) =y} €€&.
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Définition 4.11 La loi de probabilité de Z est appelée loi conjointe du couple
(X,Y) et les lois des variables X et'Y sont appelées lois marginales du couple
de variables aléatoires.

Il est possible de connaitre les lois marginales lorsque 1’on connait la loi conjointe.

Théoreme 4.4

=Y pz(zy), 2 €E, py(y) =Y pzlz,y), yeF
yel z€FE

Ce résultat est obtenu en remarquant que

px (@) =pz({z}xF) =" pzla,y), py(y) =pz(Ex{y}) =D Y pz(z,y)

= ycF reFRE Y=Yy

X et Y étant deux variables aléatoires discretes, X ~1(P(E)) et Y ~1(P(F)) sont
deux sous tribus de £ appelées respectivement tribus engendrées par X et par
Y.

Définition 4.12 Les variables aléatoires X1, Xs, -+, X, sont indépendantes si
les n tribus qu’elles engendrent sont indépendantes.

Théoreme 4.5 Les variables aléatoires discrétes X et Y sont indépendantes
si et seulement si

V(z,y) € ExF P([Z = (z,y)]) = P(IX = 2]) P([Y = y]) , ou encore pz(x,y) = px(x)py (y)

La vérification de ce théoreme est simple et laissée en exercice. Ce résultat
exprime le fait que la mesure pyz sur E X F' est le produit des mesures px sur
FE et py sur F.

Théoreme 4.6 Les variables aléatoires X etY étant indépendantes on a E(XY) =
E(X)E(Y) si X etY sont intégrables.

Les variables aléatoires étant indépendantes on apy =px ® py.

E(XY) = [gyprydpx (z)dpy (y) = [ xdpx(x) [rydpy (y) d’apres le théoreme
de Fubini. Ce résultat peut étre redemontre directement en écrivant la premiere
intégrale sous forme d’une série double.

Remarque.

La réciproque de ce théoreme est fausse comme le montre 'exemple suivant.
E=F={-1,0,1}, pz(—1,0) = pz(1,0) = pz(0,—1) = pz(0,1) = 1/4, les 5
autre valeurs étant nulles.

E(XY) = [ep Jyer 2ydpz(2,y) = Ysep 2yer vypz(2,y) = 0 car dans chaque
terme de la somme un des facteurs est nul.

Par symétrie les lois marginales de X et de Y sont identiques.

px(=1) = pz(—1,—1) + pz(—1,0) + ps(—1,1) = 1/4

px(0) =pz(0,—1) + pz(0,0) + pz(0,1) = 1/2

px(1)=1-(1/44+1/2) =1/4.

E(X)=-1/44+0+1/4=E(Y)=0. On a bien

E(XY) = E(X)E(Y) et pourtant pz(0,0) = 0 # px(0)py(0), ce qui montre
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que X et Y ne sont pas indépendantes.

Remarque.

Si les variables aléatoires discretes X et Y sont indépendandantes, il en est de
méme de foX et goY ou f et g sont des applications de E et F' respectivement
vers des ensembles dénombrables. Ceci provient de I'égalité (f o X)~1(A) =
X~1(f~1(A)) qui est donc élément de la tribu engendrée par X. En particulier,
dans ce cas

Cov(X,Y) = E(X — E(X))(Ye(Y))) = E(X - E(X))E(Y —E(Y)) =0
d’apres le théoreme précédent. Deux variables aléatoires indépendantes ayant
une covariance nulle (on dit qu’elles sont non correlées) on a aussi

Var(X +Y)=Var(X) + Var(Y) quand elles sont indépendantes.

Théoreme 4.7 Soit X etY deux variables aléatoires discrétes indépendantes.
On a la relation suivante entre fonctions génératrices

dx+v(2) = dx(2)py(2)

La réciproque de ce théoreme est fausse.

On a en effet ¢pxiy(z) = E(XTY) = E(zX)E(zY) d’aprés une remarque
précédente concernant f(X) et g(Y), X et Y étant indépendants.

Exemple.

X et Y étant deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi
de Poisson de parametre \, ¢xiy(z) = e22(#=1) 1a variable aléatoire X +Y
suit donc une loi de Poisson de parametre 2\ car une fonction génératrice est
caractéristique d’une loi.

48



Chapitre 5

VARIABLES ALEATOIRES
CONTINUES

5.1 Loi de probabilité.

5.1.1 Généralités.

Définition 5.1 Une wvariable aléatoire continue X est une application mesu-
rable d’un espace probabilisé (2, E, P) vers (IR, B(IR)) ou B(IR) est la tribu des
boréliens de IR. On appelle loi de probabilité de X la mesure image px de P
par X. Cette mesure admet en général une densité g par rapport a la mesure
de Lebesgue sur IR, appelée densité de X.

Remarques.

— Si X admet une densité g on a alors
VA e B(R), px(A) = [, 9(z)dz.

— Si Fx est la fonction de répartition de X on a
Fx(t) = P(IX < 1)) = px(] = 00, t]) = [ . g(t)dt d'ott Fie(t) = g(t) si g
est continue.

— Une variable aléatoire continue X peut étre définie a partir de sa fonction
de répartition ou de sa densité, mais par contre P([X = z]) = 0 en
général (c’est toujours le cas quand on a une densité continue).

— une fonction g est une densité si et seulement si

+ —
Vee R f(x) >0, [ g(x)de = 1.
Les proprétés de la fonction de répartition sont les mémes que dans le cas
discret.

5.1.2 Espérance mathémtique et variance

Les définitions des espérance mathématiques et variance sont identiques a
celles présentées dans le chapitre précédent. Dans le cas continu on obtient pour
une variable intégrable

B(X) = /Q X (w)dP(w) = /IRxde(z:) _ /]Rxg(x)dm
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d’apres les propriétés d’une mesure image et d’une mesure a densité.
Si hest une fonction réelle continue par morceaux on a de méme

E(ho X) = B(h(X /hoX )AP(w /h dx

sous réserve que h o X soit intégrable.

5.2 Lois continues usuelles

5.2.1 Loi Exponentielle.

On appelle loi exponentielle de parametre A la loi de densité
fl@) =X M xpr s A>0

elle est notée Exp(\).
E(X)= /lRa:f(x)dx = /O+OO Aze Mdr =1/\
E(X?) = /+OO Ar?e Mdr = 1/0? | Var(X) = E(X?) — (B(X))? = 1/)\?
0

5.2.2 Loi uniforme sur [a,b].

La densité de cette loi est

1 d—c

F#) = 2 Xan(e) , Plla< X <) = 0—=°

autremement dit cette probabilité est proportionnelle a la longueur de l'inter-
valle et ne dépend pas de la position des points dans [a, b].

,a<c<d<bd

5.2.3 Loi normale ou loi de Gauss.
Une loi normale ou loi de Gauss de parametres i, o est une loi de densité

1 _(m—mw)?
[ 202

f(z)

- 2o

ou g > 0.
Dans le cas particulier ot p = 0, 0 = 1, on dit que c’est une loi normale centrée
réduite.

Théoreme 5.1 Si X suit une loi normale de paramétres p,o, Y = (X —p)/o
suit une loi normale centrée réduite.

En effet Fy-(t) = P(Y < t) = P(X < ot +p) = Fx(ot + p). En dérivant
on obtient fx(t) = o fx (ot + pu) = 1/v/2me /2 ce qui est la densité de la loi
normale centrée réduite.

Remarque : un calcul rapide donne E(Y)=0et Var(Y) = 1, ce qui entraine
E(X) = E(JY + :u) = et VCZT(X) = O'ZVCZT(Y) = (72.
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5.2.4 Loi Gamma.

La fonction d’Euler de seconde espéce est définie par

+o0
I(u) = / 2 le dx
0

On vérifie que 'intégrale est convergente si et seulement si v > 0. Une intégration
par partie donne I'(u 4+ 1) = ul'(u), ce qui entraine I'(n + 1) = nl,n € IN*.On
dit qu’une variable aléatoire X suit une loi Gamma de parametres A > 0, a > 0

si sa densité est L
A e M
f(z) = T@)Xﬂy ()

Un calcul simple donne F(X) = a/\, Var(X) = a/)% La loi exponentielle
est un cas particulier de loi Gamma correspondant a o = 1.

5.3 Variables aléatoires a valeurs dans IR"

5.3.1 Lois de probabilités.

Une variable aléatoire X définie sur l'espace probabilisable (2,&, P) et a
valeurs dans (IR", B(IR"™)) peut étre représentée par X = (X1, Xo,---,X,,). La
mesure image de P par X est appelée loi de X ou loi conjointe du n-uple
(X1, Xo,---,X,). Les lois des variables aléatoires X;, a valeurs dans IR, sont
appelées lois marginales. La loi de X est notée px et laloi de X; px,. On traitera
dans la suite le cas n = 2 pour simplifier les notations et on supposera que px
admet une densité f par rapport & la mesure de Lebesgue de IR?

VB € B(IR?), px(B) = //B f(z1, z2)dzdxy

Théoreme 5.2 La densité de la variable aléatoire X1 est fx,(x1) = [[p f(x1, 22)dz2

On a en effet pourB; borélien de IR

px,(B1) = px(B1 x IR) / {/ f(z1, 22 d$2] dzy
On a un résultat analogue pour px,.

5.3.2 Fonction de répartition.
Définition 5.2 On appelle fonction de répartition de X = (X1, X2) la fonction
définie par Fx(t1,t2) = P(X1 < t1, X2 < t2)

La fonction F' étant deux fois continument différentiable, on vérifie, en calculant
I'intégrale, que

O*F
P(a<X1<bC<X2<d / dri1dxs
[a,b[x[c,d] 0102

51



Les rectangles [a,b[x[c,d] engendrant la tribu boélienne de IR? ceci permet
d’obtenir la densité f de X par la formule

O*F

f(l'l, 1'2) - 6%10%2 '

5.3.3 Somme de variables aléatoires indépendantes.

Deux variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes, comme dans le
cas discret, si les tribus engendrées par X et Y sont indépendantes, ou encore
si px = px, ® px, ce qui est équivalent a Fz(x,y) = Fx(x)Fy(y), Z = (X,Y)
oua fz(z,y) = fx(@)fy(y)

Théoreme 5.3 Les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, on a :
— E(XY)=EX)E().
— Var(X +Y)=Var(X) + Var(Y).
— Cou(X,Y)=0.

la deuxieme et la troisieme égalité sont des conséquences de la premiere qui se
démontre a l'aide duthéoréme de Fubini.

Théoreme 5.4 En posant S=X +Y on a

fs(t) = /_too (/_O:O fx (@) fy(u— x)dx) du

ce qui exprime que fg est le produit de convolution de fx et fy.

Démonstration.

rw=rs<n=[[ @iy = [ ([ e a)

En posant y = u — = on obtient

Fs(t) = /_J:O (/_too fx (@) fy(u— x)du) dx = /_too </JR fx (@) fy(u— x)dac) du.

5.4 Fonction caractéristique d’une variable aléatoire.

Définition 5.3 — X étant une variable aléatoire réelle, sa fonction ca-
ractéristique est définie par

ox(t) = E(eitX) = /eitmfx(x)dx.

— Z = (X,Y) étant une variable aléatoire d valeurs dans IR*, sa fonction
caractéristique est définie par

¢z(t,v) = B(XTY)) // (o) £, (2, y)dady.
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Exemple.
Loi uniforme sur [—A, A]. un calcul simple donne

sin At
At

ox(t) =

Loi normale centrée réduite.
Un calcul uilisant les propriétés des fonctions holomorphes donne
t2

¢x(t) =e 7

Propriétés.

— SiY =aX +b, py(t) = epx(at).
— dx+v(t) = dxy) ().

— Si X € L' le théoréme de dérivation sous le signe somme donne
& (0) = iE(X).

— Si X € L?, une nouvelle application de ce théoreme donne
¢x(0) = —E(X?).

Le premier résultat permet de calculer la fonction caractéristique d’une va-
riable aléatoire X suivant une loi normale de moyenne u et d’écart type o, car
dans ce cas X = oY + p avec Y variable aléatoire suivant une loi normale
centrée réduite.

(bX(t) — e’L‘/J,t—(O'QtQ)/Q‘

Le théoréme qui suit, qui est donné sans démonstration, montre que la

fonction caractéristique d’une variable aléatoire détermine totalement sa loi.

Théoreme 5.5 Si ¢x, fonction caractéristique de la variable aléatoire réelle
X est intégrable sur IR, on a

fe@)= o [ oxtie
€r) = — (& .
X on | . ¥X
Théoreme 5.6 Les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, on a

PX +Y(t) = ox(t)dy (1)

Ceci provient de Iégalité E(eX+Y)) = E(e*X)E(eY) provenant de I'indépendance
des variables aléatoires e®X et Y.
Il faut noter que la réciproque de ce théoréme est fausse. En effet, si X suit
la loi de Cauchy de densité f(z) = 1/(7(1 + 2?)), dx(t) = et et ¢ox(t) =
ox(2t) = e = (¢x(t))*.
5.5 Théoremes limites.
5.5.1 Inégalité de Markov.

Théoreme 5.7 La variable aléatoire X étant a valeurs dans IRY, on a Uinégalité

1
P(X >a)< ~E(X),a>0.
a
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underlineDémonstration La densité de probabilité de X étant f,

—+00 “+o00

zf(x)dx > / af(x)dx = aP(X > a).

a

E(X) :/()+ooxf(:c)da: Z/a

5.5.2 Inégalité de Tchebychev.

Théoreme 5.8 Une variable aléatoire X ayant une variance finie vérifie

Var(X)

P(X = B2 ) < =55

C’est une conséquence immédiate de I'inégalité de Markov.

5.5.3 Lois des grands nombres.
Loi faible des grands nombres.

Théoreme 5.9 Soient (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi, d’espérance mathématique p. On a

vk >0, lim P<‘Sn—,u‘2k:):0
n—00 n

Ce théoreme est vrai méme lorsque la variance n’existe pas, toutefois, en cas
d’existence de Var(X) ce théoréme se déduit immédiatement de I'inégalité de
Tchebychev.

Loi forte des grands nombres.

En fait, sous les hypotheses précédentes, on a le résultat plus fort suivant :
la suite S, /n converge presque surement vers .

5.5.4 Théoréme central limite.

Définition 5.4 Une suite de variables aléatoires réelles (X,,) converge en loi
vers la variable aléatoire réelle X si la suite de fonctions ¢x, caractéristiques
converge simplement vers ¢x.

Ceci entraine en particulier la convergence simple de la suite de fonctions de
répartition (F},) vers F' fonction de répartition de X en tout point de continuité
de F'. Ceci revient en quelque sorte a dire qu’a la limite la loides X,, est la loi
de X.

Théoreme 5.10 (Moivre-Laplace) Les (X,,) étant des variables aléatoires
indépendantes, de méme loi, admettant u et o respectivement comme espérance
mathématique et variance

Sn —np
ovn

converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
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Démonstration

gb@(t) —E (eitxkau>

est deux fois dérivable car X, est de carré intégrable (on utilise & deux reprises

le théoréme de dérivation sous le signe somme).

S, — nXZ-— n n
Y R s ()= [L o (6) = (0510 (t))

ov/n i1 i=1
X1—p X1—p
¢IX1—H (0) = E( ) = 0 ) d)/éﬁ—# = Var( ) =1
e o — o
on a donc )

G () =1 =+ ot

+2

AR O (t) = €7

ce qui entraine

qui est la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite
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5.6 Exercices.

Exercice 1

Une urne contient r boules blanches et s boules noires. On extrait simul-
tanément, au hasard, n boules, 1 < n < r + s et on s’intéresse au nombre de
boules blanches tirées.

1) Comment modéliser cette expérience? (Choix de ’ensemble fondamental 2
et de la probabilité P).

2) Quel est en fonction de 7, s, et n, 'ensemble V des valeurs possibles prises
par le nombre de boules blanches tirées ?

3) On note Ay ’événement “Parmi les n boules tirées figurent k boules blan-
ches”. Calculer P(Ag), k€ V.

4) Quelle relation obtient on sur les coefficients binomiaux ?

Exercice 2

Le jeu du Loto consiste a deviner les 6 entiers qui vont étre tirés au ha-
sard parmi les entiers {1,2,---,49}. On ne tient pas compte ici du numero
complémentaire.

1) Comment modéliser le tirage de 6 entiers parmi les 49 premiers entiers na-
turels non nuls ?
2) Le joueur propose un tirage. On considere les événements suivant :

— Ay, = “avoir deviner exactement k bons numéros”, k € {0,1,2,3,4,5,6}.

— P ="perdre” ="avoir deviné 0, 1 ou 2 bon(s) numéro(s)”.

— G ="gagner” ="avoir au mois 3 bons numéros”.

Calculer la probabilité de ces évenements.

Exercice 3

On dispose de 10 cartes numérotées de 1 a 10. On tire successivement, au
hasard, chacune des 10 cartes.
Modéliser cette expérience. On appelle A; ’évenement “la kieme carte tirée
porte le numéro k7, k € {0,1,---,10}. Calculer la probabilité de Ay.
Calculer P(A4; N Aj), i # j, puis P(4; N A4;) et P(4;N4;).

Exercice 4

Une urne contient n € IN* boules numérotées de 1 & n et indiscernables au
toucher. On tire une boule au hasard. p1,ps, - - -, p, étant les diviseurs premiers
de n, on note A,, I’évenement le numéro porté par la boule tirée est divisible
par p;.

1) Calculer P(Ap,), 1 <i < r. Montrer que les évenements A,, sont indépendants
dans leur ensemble.

2) Calculer la probabilité de I’événement A = “le numéro porté par la boule
tirée est premier avec n” (il n’est divisible par aucun p; ). En déduire le nombre
¢(n) des entiers plus petits que n et premiers avec n (la fonction ¢(n) est appelée
fonction d’Euler et joue un réle important en arithmétique).
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Exercice 5

Une urne contient des boules blanches (1/3) et des boules noires (2/3). On
tire une boule. Si elle est blanche, le jeu est terminé. Si elle est noire, on la
remet et on procede & un nouveau tirage et ceci jusqu’a ’obtention d’une boule
blanche, le jeu est alors terminé. On appelle X le nombre de tirages a effectuer
pour voir le jeu se terminer.

1) Quelle est la loi suivie par X. déterminer son espérance mathématique et
calculer P([X < 3]) et P([X > 4])

2) Le gain étant de trente francs si la boule blanche sort au premier ou au
deuxieme coup, vingt francs au troisieme, dix francs si elle sort au quatrieme
et cinq francs ensuite et sachant qu’il faut payer dix francs pour procéder & un
tirage, le jeu est-il équitable ? (c’est a dire a-t-on E(Z) = 0 en appelant Z le
bilan global) .

N.B. : En appellant Y le gain obtenu, déterminer la loi de Y et écrire une
relation entre X , Y et Z .

Exercice 6

La loi de probabilité d’une variable aléatoire continue est donnée par

rAT L pour x>\
f) = { (g)E ailleurs
r et A étant deux parametres strictement positifs.
1) Vérifier que f est une densité de probabilité.
2) Calculer la fonction de répartition dans le casour=A=2.
3) Calculer E(X*) dans le cas général. Cette quantité existe-t-elle toujours ?
4) En déduire I'espérance mathématique et la variance de X .

Exercice 7

On consideére 2 variables aléatoires indépendantes X et Y, de méme loi, dont
la densité est la fonction

Mae ™z si x>0
f(m)_{ 0 si oz <0

1) Déterminer Fy:(z) = P([X? < z]) en fonction de Fx(y/r) = P([X < x]).
En déduire la densité de X?2.

2) Déterminer la densité de la variable aléatoire Z = X + Y.

3) Déterminer la densité du couple (X, Y) En déduire la probabilité P(X < 2Y').

Exercice 8

Soit n € IN*, on rappelle les identités

" 1 n 1)(2 1
Zi:n(n+ )’ZiQZn(n+ )(2n + 1)
i=1 2 =1 6
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Une urne contient r , r > 1 boules numérotées par M = {1,2,---,r}, ony
préleve au hasard, successivement et sans remise 2 boules.

Soient X , Xs les variables aléatoires égales aux numéros des boules extraites
de 'urne au premier et au second tirage.

1) a) Déterminer la loi du couple (X7, X2) c’est a dire les probabilités P([X; =
k1, Xo = ko]). Déterminer les lois marginales de X; et X,. Ces variables sont-
elles indépendantes ?

b) Calculer E(X;), E(X2), , Var(X;) , Var(Xs).

c)Pour k € M , k > 1 calculer P([X1 = k]N[X2 < k] et P([X1 < kE|N[X2 = k]).
On considére maintenant la variable aléatoire U , U(w) = max{X;(w), Xo(w)}
et la variable aléatoire V' définie par

V(w) =1si X1(w) > Xo(w), V(w) =2 si X1(w) < Xa(w).

3) a) Déterminer la loi du couple (U, V).

b) Déterminer la loi de U et la loi de V. Ces variables sont-elles indépendantes ?

Exercice 9

Le plan est rapporté a un repére orthonormé R = (O,;,;) et on considere
le couple de variables aléatoires continues (X,Y) dont la densité est uniforme
dans le disque D de centre O et de rayon R.

1
f(X,Y) (z,y) = TRQXD(% Y)

ol xp est la fonction qui prend la valeur 1 dans D et 0 a U'extérieur de D.

1) On note M (w) = (X (w),Y (w)) , r(w) = OM(w) = /X2%(w) + Y2(w) et O(w)

est la mesure de I'angle (i, OM) prise entre 0 et 2.

Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire r, c’est a dire cal-

culer F.(x) = P([r < z]).

2) Déterminer F, o(z,y) = P([r < 2]N[0 < y]) fonction de répartition conjointe

du couple (r,0).

En déduire les densités de r et 8. Ces deux variables aléatoires sont-elles indépendantes ?

Exercice 10

Trois usines A, B, C fournissent respectivement 20 pour cent ,30 pour cent
et 50 pour cent des pieces détachées a une entreprise. 5 pour cent des pieces
fournies par A sont défectueuses de méme que 3 pour cent de celles fournies
par B et 2 pour cent de celles fournies par C .Une piece choisie au hasard est
défectueuse quelle est la probabilité qu’elle provienne de 1'usine A 7

Exercice 11

une urne contient 4 boules blanches , 3 boules noires et 3 boules rouges
. On tire simultanément trois boules de 'urne déterminer les probabilités des
évenements suivants
1) A =7 Les trois boules tirées sont blanches ”
2) B =7 On tire deux boules noires et une boule rouge ”
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3) C =7 On tire au moins une boule blanche ”
4) D =7 On tire une boule de chaque couleur ”

Exercice 12

Un étudiant estime avoir 2,5 chances sur 100 d’arriver en retard au cours
chaque matin. Ce retard est imputable & un grand nombre de facteurs (réveil-
matin, bus, embouteillages ... ) et il Pattribue au hasard. on consideére une
période de 40 jours ouvrables numérotés de 1 a 40.

1) On appelle X le numéro du premier jour de retard. Quelle est la loi suivie
par X ? Quelle est la probabilité qu’il arrive en retard pour la premiere fois le
dixieme jour ?

2) On appelle Y le nombre de retards observables sur la période. Quelle est la
loi suivie par Y 7 Qelle est la probabilité qu’il arrive en retard une seule fois ?

Exercice 13

Un amphi comprend 200 éleves des écoles de Coetquidan. On demande a
30 d’entre-eux, choisis au hasard, leur avis sur une nouvelle loi concernant la
réforme des écoles. Quelle la probabilité que, sur les 30, on observe 10 réponses
favorables, sachant que dans I’ensemble 48 pour cent sont favorables
Remarque : on pourra appeler X le nombre de réponses favorables parmi les 30
éleves choisis (ici X = 10 ) et déterminer la loi suivie par X.

Exercice 14

Une usine désire fabriquer des pieces de longueurs [ avec 12 < [ < 18. Pour
cela on dispose d’une machine qui reglée en m, avec 10 < m < 20, coupe les
pieces de fagon que la longueur soit une variable aléatoire L de densité f,
définie par

) km(m4+1—t)(t—(m—1)) si te[m—1,m+1]
fm(t)_{ 0 si tg[m—1,m+1]

ou k,, € IR. On notera F;, la fonction de répartition de L.

1) Déterminer k,, pour que f,, soit une densité de probabilité.

2) La machine étant réglée en m, déterminer la probabilité qu’une piece ait une
longueur supérieure a m — 0,5. 3) La machine étant reglée en m, déterminer la
probabilité qu'une piece ait une longueur inférieure a m + 0,5 sachant que la
longueur est supérieure a m — 0, 5. 4) Une piece est acceptée si sa longueur est
comprise entre [ — 0,5 et [ 4 0,5, elle est perdue si sa longueur est inférieure
al— 0,5, ce qui engendre une perte de 10F, si elle est de taille supérieure a
I 4+ 0,5 on peut la retailler, ce qui engendre une perte de 3F. On appelle X la
variable aléatoire égale & la perte subie ( 0 si elle est acceptée ). Déterminer la
loi de X en fonction de F,,,(I —0,5) et de Fi,,(I1 4 0,5). 5) Déterminer le réglage
m a adopter pour que 'espérance de X soit minimum.
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Exercice 15

Etant donné un réel a > 0 soit la fonction f, définie par

Ag
fal@) = a’ + z?
1) Déterminer \, pour que f, soit la densité d’une variable aléatoire X,.
2) Montrer que la fonction caractéristique de la variable aléatoire X, est ¢ x () =
ealtl
3) Les réels a et b étant strictement positifs on appelle X, et X}, deux variables
aléatoires indépendantes de densités respectives f, et fp. Déterminer les fonc-
tions caractéristiques des variables aléatoires Y = X, + Xp et Z = X, — X;. En
déduire les densités de YetZ .

Exercice 16

Une urne contient un tiers de boules blanches et deux tiers de boules noires.
On tire une boule, si elle est blanche le jeu est terminé, si elle est noire on la
remet dans I’urne et on procede a un nouveau tirage. On répete cette opération
jusqu’a I'obtention d’une boule blanche. On appelle X le nombre de tirages a
effectuer pour voir le jeu se terminer.

1) Déterminer la loi de X et calculer I'espérance mathématique de X .

2) Le gain Y est de 30 F si la boule blanche sort au premier ou au deuxiéme
coup, 20 F si elle sort au troisieme, 10 F si elle sort au quatrieme et 5 F ensuite.
Déterminer la distribution de probabilité de Y. Sachant qu’il faut payer 10 F
pour procéder a un tirage écrire le bilan global Z en fonction de X et Y. Le jeu
est-il équitable ? (c’est a dire a t-on E(Z) =07 )

Exercice 17

On considére deux variables aléatoires indépendantes X et Y, de méme loi
dont la densité est la fonction f(z) = )\e"\xx}o’Jroo[(x) , A>0
1) Déterminer Fy2(z) = P([X? < ]) en fonction de
Fx(y/7) = P([X < /7]). En déduire la densité de X2.
Remarque : La variable aléatoire X prend des valeurs positives.
2) On définit Z = max(X,Y) et T' = min(X, Y).Montrer que Fr(z) = Fx(z)+
Fy(x) — Fx(xz)Fy(z) et que Fz(x) = Fx(x)Fy(x)
( Remarque : F'x = Fy). En déduire les densités de Z et de T.
3) On note D = {(z,t) € IR*|z > 0,t > 0, z > t}. Montrer que la densité
du couple (Z,T) est donnée par g(z,t) = 2f(xy)(2,t)xp(2,t) ol f(xy) est la
densité conjointe du couple (X,Y’) (remarquer que si C' = [a,b] X [¢,d] € D on
a

P((Z,T) € C) = / /C 2f zm (2, t)d=d)

Retrouver les densités de Z et de T .
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Exercice 18

On dispose de 7 dés a 6 faces. On numérote ces dés de 1 a 7 de telle sorte
que le dé numéro i a ¢ — 1 faces noires et 7 — i faces blanches.
On se propose dans un premier temps de choisir un de ces dés. A cette fin on
lance un huitieme dé et on regarde le résultat :
- Si ce résultat est i (2 < i < 6) on choisit le dé numéro 3.
- Si ce résultat est 1 on lance une deuxieme fois le dé.
Le dé choisi sera alors le dé numéro 1 si le second résultat est 1, 2 ou 3 et le dé
numéro 7 si le second résultat est 4, 5 ou 6.
Pour 1 < i < 7, on note D; I'événement ”le dé n® i est choisi
7 le premier jet du huitieme dé a donné 17.

”

et A I’événement

—_

)
a) Quelle est la valeur de P(D;) pour 2 < i < 6.
b) Quelle est la valeur de P(D;|A) pour ¢ = 1 et i = 7. En déduire P(D;) et
P(Dy).
Apres avoir sélectionné un dé on le lance plusieurs fois et on s’intéresse aux
évenements :
Nk : 7 On a obtenu une face noire au k-iéme lancer du dé sélectionné” (k > 1).
Sp=N¢_ N, n>1
On admettra que

P(Su|D;) = [[ P(Nk|Di) ,n>Tlet1<i<7
k=1

2) a) Que vaut P(Ng|D;)?

b) Montrer que P(Ny) = 1/2.

3) a) Calculer P(Ss). Les événements Np et No sont-ils indépendants ?
b) Calculer P(N3|Ny).

Exercice 19
On considere la fonction

re~ si x>0
f() { 0 si z<0
1) Montrer que f peut étre considérée comme une densité de probabilité. On
appelle X une variable aléatoire dont la loi de probabilité admet f comme
densité.
2) Déterminer la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire Y = X2 en
fonction de la fonction de répartition de X. En déduire la densité de la variable
aléatoire Y.
3) Calculer 'espérance mathématique de X ainsi que sa variance.

Exercice 20

Un gardien de nuit doit ouvrir une des portes a controler durant sa tournée,
dans le noir. Il possede 10 clés d’allure semblable, mais une seule peut ouvrir
la porte en question. Le gardien dispose de deux méthodes.
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— Méthode A : Il pose les 10 clés devant lui et les essaye 'une apres 'autre
dans 'ordre dans lequel elles se présentent

— Meéthode B : il essaye une clé apres avoir agité le trousseau, en recom-
mencant cette opération jusqu’a ce qu’il trouve la bonne clé .

On appelle X4 ( resp. Xp ) la variable aléatoire qui désigne le nombre de clés
essayées ( y compris celle qui donne satisfaction ) par la méthode A ( resp. B ).
1) Montrer que X 4 suit la loi uniforme sur {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Quelle est
la loi suivie par Xpg?

2) Quelle est la probabilité d’essayer plus de huit clés par la méthode A ? Par
la méthode B? On notera H I’évenement ” essayer plus de huit clés ”.

Le gardien utilise la méthode A deux fois sur trois, quelle est la probabilité
conditionnelle que le gardien utilise la méthode B sachant que les huit premiers
essais ont échoués ?

Exercice 21

On définit

Bk +ay(z®—9?) si —1<z<let —1<y<1
f@y) _{ 0 sinon

1) Déterminer la valeur de k pour que f soit une densité de probabilité associée
a un couple (X,Y) de variables aléatoires.

2) Déterminer les densités marginales de X et Y ainsi que leurs fonctions
caractéristiques.

3) Déterminer la fonction caractéristique de la variable X +Y . Conclusion ? Pour
le calcul de cette fonction caractéristique on pourra utiliser sans démonstration
le résultat suivant ou ¢y est la fonction caractéristique de U.

dxy (t) = dx vy (t:1).

Exercice 22

1) a) Une urne contient une proportion p de boules blanches et ¢ de boules
noires (p4q = 1). On répete des tirages avec remise d’une boule dans I'urne. On
appelle X le nombre de répétitions nécéssaires pour obtenir la premiere boule
blanche . Quel type de loi suit X ?

b) Déterminer la fonction génératrice Gx(t) de X. En déduire la fonction
génératrice de S, = X1+ Xo + -+ -+ X, ou les X; sont des variables aléatoires
indépendantes de méme loi que X .

2) On appelle Y, le nombre de répétitions nécéssaires pour obtenir exactement
r boules blanches. Montrer que

P([Y; =n]) = CyZip"q" "
La loi suivie par Y, est appelée loi binomiale négative.

3) Montrer que

1 1 dnfl 1 00 ) )
= == C’:L— i$’b
(1—2)» (n—1lda"1(1—1x) ; I+
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En déduire la fonction génératrice Gy, (t) de Y, . Quelle type de loi suit la
variable aléatoire S, introduite dans la question précédente ?
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